Anélisis infinitesimal I Ejercicios

Sucesiones
1. Sean z,y, e € R. Demostrar que

r<y+e Ve>0 = z<y.

2. Sean (z,), (yn) dos sucesiones convergentes con

lim z, = K, lim y, = L.
n—o0 n— o0

Demostrar que

a) K<L = =z, <y, para n suficientemente grande.

b) K<L # =z, <y, para n suficientemente grande.
3. Sean (zy), (yn) dos sucesiones que cumplen:
= |y,| <z, para n lo suficientemente grande.

= lim z, =0.
n— oo

Demostrar que lim y, = 0.
n—oo

4. Sean (x,,), (yn) dos sucesiones con x,, <y, para n suficientemente grande. Demostrar que

a) lim z, =400 = lim y, = +o0
n—oo

n— oo
b) lim y,=-00 = lim z, =—-00
n—oo n—oo

5. Sean (z,), (yn) dos sucesiones con

lim z, = 400, lim y, =L, LeR".
n—r oo n—oo
Demostrar que
a) lm (z, + yn) = +oo. ¢) lim In 4o
n—o0o n—00 Yn
. _ (o Yn
b) nh_)rréoxn CYp = +00. d) nh_)rr;o o 0

6. Demostrar que si (x,) es una sucesién decreciente y acotada inferiormente, entonces converge.

7. Definimos las sucesiones (e,) y (f,) como

1 n 1 n+1

Hemos probado en la teoria varios hechos:

= (e,) es creciente y acotada superiormente, por lo que converge y lo hace al nimero e.
= (fn) es decreciente con f, < f; =4.

= Ademss, e, < f, para todo n € N.

Demostrar que (f,) también converge al niimero e.

) 1\" 1
lim (1 — ) =-
n—00 n &

8. Demostrar que
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9. Sea (x,) una sucesién tal que lim z, = +00. Demostrar que
n— o0

) 1\ 1 ) 1\ 1
lim (1+ — = - y lim ({1—-— = -
n—oo T e n—oo T e

10. Sea (z,) una sucesién divergente a +oo y sea k € Z™.

a) Demostrar que si eliminamos los k primeros elementos de (z,), la sucesién resultante
también diverge a +oo.

b) Demostrar que si anadimos k elementos a (z,), la sucesién resultante también diverge
a +-o0.

¢) Deducir que si eliminamos k elementos cualesquiera de (), la sucesién resultante
también diverge a +o0.

11. Sea L € [0,1]. Demostrar que existe una sucesién (g, ) de nimeros racionales que converge a
L.

12. Sea (r,) una enumeracién del conjunto de los niimeros racionales, Q, es decir, los términos de
la sucesién son todos los nimeros racionales (que sabemos que son numerables). Demostrar
que existe una subsucesién (r,, ) tal que

lim ry,, = +4o0.
k—o0

13. Sea X C R un subconjunto acotado. Demostrar que existe una sucesién (z,,), con z, € X
tal que

lim x, = sup X.
n—oo

14. Demostrar que en Q no toda sucesiéon de Cauchy es convergente.

15. Sea (x,) una sucesién de nidmeros reales que cumple que
1
|Tpnt1 — xn| < on para todo n € N.

Demostrar que (z,,) es una sucesién de Cauchy y, por tanto, convergente en R.

16. Sea la sucesién definida por

(=D"

Tn+1 =$n+T7 1 € R.

a) Probar que (z,) es una sucesién de Cauchy.

b) Expresar el limite en funcién de ;.
17. Sea (ay) una sucesién real tal que
o0
Z lan| < oo,
n=1
y se define

n
Ty = E ag.
k=1

Probar que (z,) es de Cauchy.
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18. Sea x,, = logn.

a) Demostrar que |$n+1 - xn| TH_OO} 0.

b) Probar que (z,) no es de Cauchy.

19. Sea la sucesién definida por

T =

n
=)
k=1
a) Demuestra que para todo N existe m > n > N tal que

[T — Tp] > 1.

b) Deduce que (x,) no es de Cauchy.
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