
SUCESIONES REALES

Idea : Wha sucesión real es una secuencia infinita de nos
-

reales en la que hay on 12 termino
,

on 20, on 3%...
Donde

I Son sucesiones reales : & empieza

Término general de la sucesión : (an)neo
a)

an = t
-E

Nos permite hallar cualquier término
concreto :

as= 1 ; ==; =... a24
N

↑ I ↑
--

Términos de la sucesión

b)bn= (bn)
=

bi= 2; b=ibz=j b= i ...

c) (n = (- 1) (cu)
=0

Otro modo de expresar

n= 0 ↓ la sucesión

↓ y n
=z

...

Cu = (1
,

- 1
,

1
,

- 1
,

1
,

- 1
,
00)

4
n= 1

d) dn = cos()

⑳= coso = 1 ; di = cos ( *)= ; dz = cos(() = -

&=
comienzan a repetirse

aclicamente.

e)

&
f1= 1

sucesión definida perrecurrencia

f2 = 1

* SUCESIÓN De FIBONAcci

fn= In-=
+ fn-2 ,

n43
--

[
Defínimos In a partir de los 2 términos anteriores



f = 1 ; 9271;

f3 = (2+ f = 1 +1 =2

(4 = 13 + 12 = 2+1 = 3; f5 =24 + 13 = 3+2 = 5% 0

En una sucesión por recurrencia, para hallar un término,

tenemos que conoce todos los anteriores.

R (Sucesión real) Una sucesión real es una función

f : IN I

n+ an

Se obvia que es una función y se demote por (an) nei

CONVERGENCIA DE SUCESIONES
.

LÍMITES.

Idea: El límite de una sucesión (Xn) es
,

en caso de existir,

un no real LEM el que los elementos de (xn) "Se acercan"

indefinidamente.

Xu= = - [1,,,...,......

Parece que los teminos de (Xu) Se aceran a 0 :

01/5
f f

/4131 1

Que "se acerquen" a 0
, significa que si elegimos un intervalo

-

omuy pequen alrededo de 0, a partir de un punto, toda la
--

S-
&

sucesión está ali dentroTodo lo pequeño que queramos !

-- 7/10 1 ,2.
...

I

① Todosestán aquí !



->...

⑪ Podemos elegir Eco todo lo

pequeño que queramos , que,

a partir de on teimino
,

tode

la sucesión está ali dentro.

#Clímite de una sucesión). Sea (xi) una sucesión real. Decimos

que LER es el limite de (xu) o que (xu) converge a L si

*N tal que (xe,
⑧ - -

Po muy A partir de un E = Xn-LE Para cualquier
pequeño teimino no término mayo o

que see E)0 L- E = Xn = L+ E igual que no

↳ iL-E L ↳+E

Toda la sucesión está

aqui dentro

#f (Sucesiones divergentes) Sea (Xn) una sucesión real.
.

Decimos

que :

G· (xu) diverge a + a si XMEIR
,

FuoEIN tal que
↑-

i Para cualquier M que elijamos !

MFuna
na Me a partir de un término

· (x) divergea -a si,
EhOEN tal que
-

Ini Fu, no i Para cualquier in que elijamos!
-

E
Xn es más pequeño que M a partir de un teimino

#

Notación : Si (xn) converge a L
,

escribimos:

n-> 0lin Xn = L o xn-L
n -> a

Si (xn) divege a & ,
escribimos:

h-> a

lim Xn = E do Xn- + &
-

n-> a



-Demostración alternativa de la unicidad del limite

#Clímite de una sucesión). Sea (xi) una sucesión real. Decimos

que LER es el limite de (xu) o que (xu) converge a L si

#aso Foti tal que (xn-L/xe En, no

Pedad Six
,y etth,

x = y() (x - y/sefa0.

DEMmi

# x =y => (x -y) = 0 + E Faso)

# Sup. que Esco
,

(x-y/ < E, pero que XFY.
&-

X+ y
= (x-y) = d10

Tomando Ed
, (x-y1 > E iContradicción !

E

Prop (Unicidad del limite de una sucesión)

Si (xn) es una sucesión convergente ,
entonces su

límite es único.

Supongamos que L , L EM son limites de (xn)
.

Fijado,
· Fuen son Ixn-1)-u3h1 .

· JuzEIN con Te fut, u
-

si tomamos no = max &us , 12h ,
ambas desigualdades se

ampliranu, no !

-

Ahora,
D
.

T

14- (2) = (( +xn + xn - (2) = ( - xn) + (xn- 4)

1 -zl=(2) (xn -1) + (xn-22)

+E fuh, o

Pero como E/2 es arbitrario , en realidad tenemos que

14-4) +easo = La=L

Propiedae E



CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA : EJEMPLOS

= Demostrar que Xn= converge a 0.

#Clímite de una sucesión). Sea (xi) una sucesión real. Decimos

que LER es el limite de (xu) o que (xu) converge a L si

Fo tal que (x-1)no

Fijamos Eso y buscamos notIN para que se cumpla

Ixn-01E para todo u4 no.

-

↓ Y E es positivo

(xn(x -> 1(x2 + Ex + in

Ya tenemos la condición : se cumple si

n pero ...

nEIN y EL O arbitrario.

Hay que tomar no como el primer natural mayo que

E = 2 mu) no = 1

-3
E = 10 men 4103= 1000 - No = 1001

#

=enpero ...

in cuánto vale

No nos hace falta saberlo : usamos la función parte entera.

->Parte entera - Parte entera de x

Y

Para XEIR
,

[x] = "Maya entero de entre los que son menores

o iguales que x"

[2] = 2 [-11 = - 1 [r] = 3 [- 31 = -2

P p ↳ Parte ENTERA

[-3/2] ->⑫ 11

- 3/2 -1
ENTERO "ANTERIOR"
O "EL MISMO"

[i]



# n(4 [4]

S

+1Este será nuestro no !

como > , elegimos no =[/1+1 y así nos aseguramos

que se cumple la definición.

Conclusión- lu

Demostran que Xn= converge a 1

Fijamos Es0 y buscamos notIN para que Enl,no se cumpla :

Im-1/x -1-/E -/
Positivo

->(-
~fa

-> 5 -1x = n-1

Para que esto se cumpla
,

basta tomar no= -1] +
=.

Hemos encontrado el no para un Eso cualquiera

Conclusión-

↳t = 1.

E Demostru que la sucesión Xn = 2 diverge.

Si diverge ,
debe hacelo a +& paque n240 siempre.

(x) diverge a + & si XME,N tal que
-

Xnie En4 no

Fijamos MEIR arbitrariamente grande, y buscamos no EIN

a partir del cual ne cumpla que Xn4, M.



positivo Y y negativo o cero

· Si ME0
, Xn=2M para todo n1

.

· Si M30 ,

XM + n M + n, /

Basta elegir no como un ni natural mayor que vie pace que

se cumpla la condición.

Conclusión : lin n
=

= +a.
n-> a

= Demostrar que Xn = (1)"no converge ni diverge.

-
Xn = (-1

,
1

,
- 1

,
1

,
-1

,
1

.... ) - 1

&

No diverge paque si elegimos MEIR
, M31

, ningún elem.

de Xn cumple que XnM . Igual si M-1
.

Noconverge
converge a on La

· Si<1
, L Aqui no hay elementos de Xu.

&
8 e

si tomamos E=1

, no se comple que

(xn-2) para ningún nEN
.

· Si L11 pasa lo mismo.

· Si -1cL1
, 2 No hay elementos de xu

14-(-1)

·- 1

tomando E = minG1L-1)
,

11-1-1)))
,

no se cumple que

(Xn-L/E para ningún n EN

· Si L= 1
,

- 1 12
1

32
· & ⑧ &

->

-1/2
tomando E = 1/2 todos losTerminos impares están fuera



de (1- 2
, 1 +2)

· Si 1= -1, para E = #/2 pasa igual con los terminos pares.

clusión Xnt-1) no converge ni diverge.

Re(Sucesión oscilante) Si una sucesión (xn) no converge ni

diverge ,
decimos que es oscilante.



ELIMINAR UN No FINITO De ELEMENTOS DE UNA sucesión

Prop Sea (Xn)
=

una sucesión que converge a LEIR
y sea KEIt

Definimos la sucesión (yn)= como:

Yn = Xn + K

Entonces
, (yn) también converge a L.

El "no" para yn
¿ Qué nos dice en realidad esta proposición ? &
Supongamos que K= no =9 mmo =

no
-k= 9-7 =2

n 1 2 3 4...
E

Si para (Xn) se cumple a partir de
9; para (yn) es a partir de 2.

Yn Y1 Y2 43Y4 ...

no= 4 mp
mo = no -k = 4-7=

Xn+ Xg Xq X0 X11 ...Si no mo = 1

La sucesión (yn) es exactamente (Xn)
, pero sin fos K primeros

términos. Podemos rescribir la proposición así

"Si a una sucesión convergente le quitamos un no finito de

términos (del inicio)
, sigue convergiendo al mismo limite

"

Además, podemos "movernos" de los términos de una sucesión a los

de la ota así :

Yn> Xn+ Xn> Yn-k

Mi
Como (xn) converge a L

, fijado un ELO, existe no EN con

(xn-1)< En
, no = lymk-LIE En no yn

> k

I
i Cuidado ! # Para que

¿ Y si no < k ? exista yn-k
in-1 seria negativo!

= lyn-LIE Xn, n' con

n = max(1, no - k)
De este modo

,
Faco Fu'EIN tal que

lyn-Lkd fun => (yn) converge a L

#



Cordacio 1 Sea (xn)= una sucesión que diverge a y sea KEL

Definimos (yn)=1
como

yn = Xn+ .

Entonces
, (yr) diverge a. -a

LEM :

como (X1) diverge a D,Para cualquier MEIR,

&

Xn M En
,no para algún noEIN

=> ynM Fun' con n = maxh1, no-hu

Conclusión :

si quitamos un no finito de elementos del inicio des una

sucesión, su carácte de convergencia no varia

&1 : ¿ Y si no son del inicio, si no que están en posiciones

arbitrarian?

Q2 : ¿ Y si en lugar de quitar elementos
,

los añadimos ?

Prop sea (xn)h
=1

una sucesión que converge a LEIR y sea KeXt

construimos otra sucesión (yn)
=

añadiendo a (xn) K valores,

sin alterar el orden correlativo de los términos que ya estaban.

Entonces
, (yn) converge a L.

DEM:

Supongamos que añadimos los nuevos K términos en

las posiciones na1-, hi ,
donde na ... RK
-

↑Par ejemplo, para k = 3 n=
= 3 -n= (nz

= 10

-
A

X1 Xz X3 X4X5 X6 X7 X8 Xg ...

Ya 42 43 44 45 %0 in %8 Ya %10 You Y1z--

-

A partir de aqui

todos los términos
L ya estaban.



A partir del término Ynkta la sucesión nueva cumple

Yn = Xn-K para Rank

Como (xn) converga a L
,

dado Eso
,

existe hoEIN con

Ixn-L/ > E En> no.

no K

¿ En qué se traduce esto en synl ? ↓↓

no = 9 ma mo = 12 = a +3
· si not hi

,

lyn-Llx Fr Art

· Si no hk ,
en particular ,

Ixn-L/E Fr > nk ho

=> lyn-L/ Fr > hit1 no = 6 me mo = 11
-

En cualquier caso, para Elo
,

hemos encontrado motiN tal que

(yn) cumple la def de Limite para L.
E

Corolacio Si (Xn) es una sucesión que converge a LEIR y KELLT
-

si de (xn) eliminamos términos cualesquiera ,
la sucesión

resultante también converge a L
.

DEM :
-

-eax XXXXf X9 ...

I 11 Y1 Y2 Y3 00 o

21 22 23 24 25 2600

(yn) converge paque es (Xn) salvo un no finito de teiminos

al principio . (En) converge porque es (yn) a la que le hemos

añadido un no finito de terminos. Pero junto (zu) es

(xn) salvo el i finito de elems que hemos eliminado

=> La nueva sucesión converge a L #

Obs : Los resultados anteriores son también ciestos si (xn) en
-

lugan de se convergente es divergente u oscilante (Probaulo

AÑADIR O ELIMINAR UN No FINITO DE TERMINOS DE UNA

sucesión
,

no altera Su Caracter De CONVERGENCIA



PROPIEDADES BASISAS DE LOS LIMITES

Tema
1 Si (x) converge # (xn) es acotad,en

- Sea L=Xn ,
LEIR

Tomando 2 = 1 en la def .
de limite

,
740EIN con

(xn-L/1 ful
, no.

Esto quiere decir que XnE(L-1
,

L + 1) fux
, no.

"Fuea" de (L-1
,
L+1) quedan X11 -, Xho-1·

Consideramos el conjunto finito
X = 4X1,- , Xno- 1 ,

L- 1
,

L + 14
,

que tiene máximo y minimo
, a saber

,
M

y m
.

De esta manera ,
tenemos que

#
-
m = Xn = M
-

¿ Por qui ? #

Veamos Q.
Como M = max X

,
L+ 1 M y como

Xne(L-1
,
La) Frano

, seguro que Un MA no
Ahora

, X11-, Xno EX = X: =M para
i =

1,, ho
- -

-

=> XnEM VueIN

Ver Q es análogo. Esto prueba que (xn) es acotada.

E
Tema1 .

2 Si (xn) converge ,
entonces (IXnI) es acotada

.

CEM :

Seguro que/Tota inferiore absoluto.

Por el Lema 1
,

(xn) es acotada y ,
si tomamos

MER lo suficientemente grande
&

-M2XnEM=
cota superior

Propiedades ~

del valo E si la cota inferio es mayor que
- M

,

absoluto
-M también es cotas inferior . E



2. Sin
= +a, entonces (xn) está acotada

inferiormente, pero no superiormente .

PM:

Por def c
(Xn) diverge a + a si XMER

, LEN

con XnM Fu
, no .

Esto nos asegura que (xn) no

está acotada superiormente.

Eligiendo ahora M = 0,

· Si Xn40 Fue == o es cota inferior
· Si no

, XYo Funo
y X11-

, Xnot so

Tomando m= min 4x1 , - , Xno-13, m es cota

inferior de (xn).
#

Proposición
(vicidad del Limita

converge ,
su límite es inico.

DEM:
~

Supongamos que 11= li-Xn ; La = li Xn

con #L2
,

a saber
, L1L2

d d
->-S

8 I O) p (
No puede se que↳

1 ↳ todos los Xn--
A partir de 1

- estén aquí a

no ,
todos los t partir de un h1

Xn están aqué parque solo hay un

ni finito fuera.

undid

Fijando E = d en la def de limite para La : Ixn-La Xd Xn, no

=> Xnt(k -d
, (+d) Xnx no #



Ej Demostrar que

ht (Nute-mn) = 0

Fijado Es0
,

buscamos hotiN tal
que

Inta-Mu) E fuzno .

Pero...

Ir-rul =/In
Positiv
+
-
n Fu

= Intz-Fulx
Si se comple esto, automática

mente
,

se cumple&
~ x2 + Ex+

Basta tomar no = [] + = para que para esta E
,

se

campla la def de limite con L = 0.

=> his -M)= 0
.

I
- n = 1 p = 0

n +> a I 0
, pro

· Sea pLO. Hay que ver que Xn = mP diverge a +a
.
Dado

MEI
,

M30 fijo , por la Propiedad Arquimediana de R,

existe nEIN com n > M
.

Pero como n1n2n... [P
...

= nP > nM
--

E Algón elemento de la sucesión

rebasa a M

· Sea p =0. En este caso
, Xn = P VEN Xn 1

y tricialmente
li 1 = 1

.

n=> &

· Sea pxo.

Fijado Elo , buscamos notiN tal que

InP -d = E() <E fu
,no

E mei
, per, pro En positivo.

Por el Corolario de la Prop . Aquimediana de IR, existe n EN

tal que ⑪
↑X E

=> uP = E

·Para este h
,

dados a ,b EN

#
a = b + n-

En particular, para a= 1 y b=p , ↑p
= nP

A
Como pro, -pyo

Falta ne que a partir de este n
,

se cumple la designal-
#

dad para los siguientes , pero si n'E
Aplicando ① + = (v)

ni

Esto demuestre que En
no

(u)PXE
X En

B

=> lim n = 0 si po .
n- a



Ej Demostrar que

ht (Nute-mn) = 0

Fijado Es0
,

buscamos hotiN tal
que

Inta-Mu) E fuzno .

Pero...

Ir-rul =/In
Positiv
+
-
n Fu

= Intz-Fulx
Si se comple esto, automática

mente
,

se cumple&
~ x2 + Ex+

Basta tomar no = [] + = para que para esta E
,

se

campla la def de limite con L = 0.

=> his -M)= 0
.

E (Limite potencial) Sea peXX. Demostran que

+ a, po
li n = 1

, p = 0

n +> a

P ↑
O px0

· Sea pLO. Hay que ver que Xn = mP diverge a +a
.
Dado

MEI
,

M30 fijo , por la Propiedad Arquimediana de R,

existe nEIN com n > M
.

Pero como n1n2n... [P
...

= nP > nM
--

-

E Algon elemento de la sucesión

rebasa a M V Para ve que
n >in Fuc,

no
Sea peXty sear X

,Y ER
,

X , YL0.

xxy = xP > yP .

Usamos inducción en p.

·obase (p= 1) x y => X= y
=
/

· Caso general Sup que la desigualdad es cierta

pare p-1 ,
esto es XLy = Dyp

+

·

Ahora · xP
-=0 -

P-1

xy =P xP = x . XP
=

y . x <y . y yP
=>XPcyP)

· Sea p =0. En este caso
, Xn = P VEN Xn 1

y tricialmente
li 1 = 1

.

n=> &

· Sea pxo.

Fijado Elo , buscamos notiN tal que

InP -d = E() <E fu
,no

E mei
, per, pro En positivo.

B

lim P
=> n = 0 Si po .

n- a



Ej Demostrar que

ht (Nute-mn) = 0

Fijado Es0
,

buscamos hotiN tal
que

Inta-Mu) E fuzno .

Pero...

Ir-rul =/In
Positiv
+
-
n Fu

= Intz-Fulx
Si se comple esto, automática

mente
,

se cumple&
~ x2 + Ex+

Basta tomar no = [] + = para que para esta E
,

se

campla la def de limite con L = 0.

=> his -M)= 0
.

E (Limite potencial) Sea peXX. Demostran que

+ a, po
li n = 1

, p = 0

n +> a

P ↑
O px0

· Sea pLO. Hay que ver que Xn = mP diverge a +a
.
Dado

MEI
,

M30 fijo , por la Propiedad Arquimediana de R,

existe nEIN com n > M
.

Pero como n1n2n... [P
...

= nP > nM
--

E Algón elemento de la sucesión

rebasa a M

· Sea p =0. En este caso
, Xn = P VEN Xn 1

y tricialmente
li 1 = 1

.

n=> &

· Sea pxo.

Fijado Elo , buscamos notiN tal que

InP -d = E() <E fu
,no

E mei
, per, pro En positivo.

Por el Corolario de la Prop . Aquimediana de IR, existe n EN

tal que ⑪
↑X E

=> uP = E

# ·Para este h
,

dados a ,b EN

axb - n-
tr= PEn particular, para a= 1 y b=p ,

A
Como pro, -pyo

- -
M

Por el Corolario de la Prop . Aquimediana de IR, existe n EN

tal que ⑪
↑X E

=> uP = E

·Para este h
,

dados a ,b EN

#
a = b + n-

En particular, para a= 1 y b=p , ↑p
= nP

A
Como pro, -pyo

Falta ne que a partir de este n
,

se cumple la designal-
#

dad para los siguientes , pero si n'E
Aplicando ① + = (v)

Esto demuestre que En
no

IniX
B

=> linP
= 0 si pso .

n- a

E Sea XElR
.

Demostrar que :

+ X > 1(1)

n- ! 1
,

&

X = 1 (t)
lim X -

n-> 0, (x| = 1(π)

Oscilante
,

XX-1 (IV)

111 Hay que ver que FMER
,

FroEN tal que X, M

para todo no no.

Utilizando la Desigualdad de Bernovilli.

Si XEIR
, X-1

,
entonces

, para todo neIN
,

14,1
,

Ef

( (1 +x), 1+ nx

sote x7
,

vamos a tomar

⑰ 1, - 1

xx= (1 + (x-1))" 1+ m X- 1
-nEN
-

*
Queremos poner x, M.

"Manipulamos" n

Como esto se cumple para todo neIN, en particular ,
se

M-1

complica si tomamos nx-

=> x 1+ 2(x-z)( = i

=> X, M para todos los n a partir de

=> li-x = +a
,

six)1
h-> a

(I) Si X = A
,

x" = 1 para todo nEIN

=> live X = lim1 = 1 v
n -> a n -> 2



x= (1 + (x-1)(x-1) Fren
-

*
Queremos poner x, M.

11

Manipulamos" n

Como esto se cumple para todo neIN, en particular ,
se

M-1

complica si tomamos nx-

=> x 1+ 2(x-z)( = i

=> X, M para todos los n a partir de

=> li-x = +a
,

six)1
h-> a

(I) Si X = A
,

x" = 1 para todo nEIN

=> live X = lim1 = 1 v
n -> a n -> 2

(I)(i-x = 0
,

si (x)x1(x -1xxx1
n-> a

Si X =0
,

X" = 0 Fue = linx= 0 =or
h -> X->

suponemos entonces que Ix/x1
, pero XFO.

111

Fijamos EL O. Era el caso X > 1

(x + 1 =-
Usando (1) sabemos que existe no EN tal que

In* Ix*x E Fu
,no

↓
La "M" en /11

que es justo la definición de limita.

=> hi-x"= 0 si(xx1.
n ->a



(IV)
n par

XX - 1 D X 1

&
La sucesión no puede

n impar
-X- 1

convergen ; y no puede
see +a

,
ni =a

= No existe el limite de x
*

si xE

Aplicación
4= 0 ()

li- <-5)"no existe (iv)
n+>

li-m = + a(I)
n-> a

E Demostrar que ,
si XEIRT,

li-X = 1
n->a

Tomamos oE11. Sabemos que

[I) li-(1+ 2) +a;
(#(
-

(1- 2) 0
n -> a n -> a

1+ 271 0 = 1- 2111
Como X >0 , El "M" de divergencia

a +a

(2) -* FUENq (1+ 2)" x fu,ha

(1) -- EnzEN +q (1-2)" X fu, n2

*
El "E" de la convergencia

Si tomamos no-maxhh1 , nh
,

Fu, no
,

se cumplen ambas:

U

(1- 2) < Xx(1+ c)
1- E<<+ E

- EX4X - 1E

1-1) xE fuc
, no

Toma o 0
m

-

Pero tomando E'>1
,

Tomando E =1

↓

(X - 1) = 1 x fuz, no



Esto es la definición de li= 1
, pero habíamos

tomado oE1 , y tiene que funcionarEso.

Pero tomando E'>1
,

Tomando E =1

↓

(X - 1) = 1 x fuz, no

OPERACIONES CON SUCESIONES Y LIMITES

Def Sean (Xn)
, (yn) dos sucesiones. Definimas :

· (xn) + (yn) = (xn + yn)
· (xn) · (yn) = (xn yn)

= (*) siempre que yn0 FUEI.

Proposición Supongamos que (Xn) e(yn) son sucesiones conver-

gentes con

li-xn = 1 , La Y = L
,

K
,
LER

.

n-> a

Entonces
,

(i) ho(xn) + (yn) = k+ L

(ii) li (xn) . (yn) = k . L
n -> a

Liii) =* si Lo.

#
DEM : Como ambas sucesiones convergen , Fes,-

(A) FREN tg .
Ixn-kk ful

, ha

(B) InzEN ta lyn-Licen ha
*

En realidad sirve para

Además, si llamamos no= maxbly, nab , cualquier expresion

se dan (A) y (B) En>, no. fija0



(i) Dado E/230
,

en Q,
D
.T.

(xn+ yn
- (k+4)) = (xn - k + yn - 2)((xn- k) + (yn-7)

(A) ,
(B) con -

92 en < + E = E En no.

Esto es la def .
de

li
- (xn) +(yn) = k+2

n->a

(iil Como (xn) es convergente, sabemos que (IxnI) es acotada

digamos por
MERT

,
es decir

,
I xn I XM

.

· Tomando0 en, (xn-k) Fun, no

L = li-Yu

· Tomando en lyn-en

Ahora,

(xnyn-kL) = 1 xnyn-XriL + Xn . L - kL)

D
.T /kyn - XL) + (xnz-k

(xy| =(x). (y)
= (xn - (yn- 2) + 12 . (xn - x))
I

= (xn) . (yn- 4) + (2) . (xn- k) max buy, hah.

< M. + 1. = 2 fun?

Esto es la def de l (xn(yn) =

Esto es la def.
de
li (xn) . (yn) = K.
n +>

& ¿ Y si en tenemos 1= 0 ? No podemos hace&

Estudiamos este caso aparte : en (B) tendamos lynlE.

Pero tomando E/MLO en Q, lyn)x/M Fuxh2
·

Asio
0 , pues L= 0

(xwyn-Kil = (xn) · (yn) < M. = E Funo



& ¿ Y si en tenemos 1= 0 ? No podemos hace&

Estudiamos este caso aparte : en (B) tendamos lynlE.

Pero tomando E/MLO en Q, lyn)x/M Fuxh2
·

Asio
0 , pues L= 0

(xwyn-Kil = (xn) · (yn) < M. = E Funo

(iii)
Demostramos primero que si (yn) converge a L

,
con

ynFO AhEIN
y LEO

,
entonces

To En = E
. (-1) dentro
->

*-*=/ == Hil
Pero yn #o => lynkO FEN FmEIRT con lynIxm XnEN

= Ful *nSTomando E . /L) . m 10 en Q,

A
Esto demuestre que li-1 = 7 ↓

n- a Y

Para ver ahora que le = E ,
mamos la propiedad (ii)

= X:=.= v

&



LIMITES Y DESIGUALDADES

Notación Dada una sucesión (Xn) diremos que cumple cierta

condición para n lo suficientemente grande si tal sondi-
L

cion se cumple Fr,a partir de cierto hoEIN.

Ej Decimos que 2">2

para n lo suficientemente

grande poque se cumple Fu 45 no

Prop (D1) Sean (xn)
, (yn) dos sucerioues convergentes con

li xn = k; Lyn = L
n -> a

Si Xn = Yu para n suficientemente grande => K*L.

DEM :

E/2
Como hay convergencia,Bo, E/2

IMEN t Ixn-11fuc, na un-xxn-kE
E/2

↳ EX -(xn-k)) -E

EnzE +q lyn-21nxnz me-Qxyn-1x
L-8 = yn + L+2

Elz -
Queremos ne que K1L:

EYu para na, n
&/

x = ⑪- (xn - k) = ym - (xn - k) < +EXL
=> k =L+ E faso

L
Sup . que KXL+ E feso, pero que KD

,

Es-a
& ⑧ &

LK

L K L+ E ↓

Tomando En=+
=> 1+ E. Kicontradicción!

T
#



Sean (xn)
, (yu) sucesions convergentes con

li-Xn = k; li- yu = 1

¿n = 1 = Xn yn para n suf gaude ? To
Consideramos

xn = h i yn
= - E =Mu

Sin embargo, a =0
no (- 4)=

-¿ Xn * ye para n suf grande =>
Tomando ahora

⑫
Pero

k = 4
- ( - 4) = 0== =

n -> a

Esto nos dice que aunque haya una desigualdadestricta

entre los términos de dos sucesiones
,

al hacer himites
,

se

pueden "convertir" en igualdad
k=L

-I

2 ·

Cadario (D2) Sean (Xn) , (yn) dos sucesiones no oscilantes
y

tales

que XnE Yu paras n lo suficientemente grande.
-

(1) li-Xn = 1
,

KER = Si Yuk
h-> n =>a

(2) h- yn= L
,

LER => l- Xn - L
n-> & n->a



REM :

(1) Como (yn) no es oscilante
, hay dos posibilidades:

· (yn) es divergente .
Como xn converge ,

existe meth con

m ! Xn[ Yu para u suf. gaude.

Esto nos dice que ,
en caso de que (yn) diveja, debe hacerlo

a + a
, pues in es cota inferior a partir de un punto.

En este caso
,

lin yu
= +& L

, K es trivial.
n->a

· (yn) convergente. Por la Prop . (D1),

o Ynk

(2) Es análogo a (1) #

Lo que nos dice este condario es que una acotación ente

elementos de dos sucesiones se traduce en unas acotación

entre sus limites, converjan o diverjan.

Teorema (del Sandwich) Sean (xn)
, (yn) ,

(2n) ties sucesiones con :

1- Xn-ynEzu para n to suf grande.

2- li-Xn = 1 = limzu
n->& n->a

Entonces (yn) converge y bito Yn =L

DEM:

-

Xn = ynzyCr lim Xnhi yu lizu

(2)
=> Lli

- yn = L

=> Necesariamente (yn) converge a L

#



E Calculari

a
(2n

Acotamos la sucesión : X
-

-- Sand = 1

8 A
n+0

=
n->a

-0

vi- Yxn w ~
t lin zu

Xu Zu
Yu

Th
.
Sandwich
-

-D ↳(2)

b Si el denom . es más pequeño,
-

t
el sociente es mas grande

=- O

-Xn
Yu En

Th
.Sandwish. =a = = 0

.

a7co
- 11 Los X 11

↓

Eso
Xn - -

Zu

ThSandwich *



APLICACIÓN DEL T
.

DEL SÁNDWISH : APROXIMACIÓN DE VI

Consideramos pEIR cualquiera .
Vamos a construir una sucesión que

t

converja a F
.

Para ello
,

comenzamos con un valor inicial XzER,

que aproximep. Observamos que

X- = P

· Si XXV, necesariamente , pues de otro modo

I*
· Del mismo modo

,
si x1p=.

+ (x1+-2A
& ⑳

- F X1

XI

Una nueva aproximación mejor que 1 puede ser el punto medio de

X1 y
I

, así que definimos
X1

x2 = E . ) + +)
utilizando la desigualdad entes la media geométrica y la aritmética,

que nos dive que Fab,ab, aplicada a XY
-Como antes.

=(x+) => = x = +
Podemos volver a conseguir una mejor aprox .

deM que2,
tomando

el punto medio de x y :

x3 = z(x+)
Haciendo esto consecutivamente, obtenemos una sucesión definida

por recurrencia
, cuyo primer término es X1 y los siguientes :

Xn+1= (Xn+) para n, 1.

Vamos a estudian su convergencia, usando el erro que cometemos

en el paso 1-ésimo:



Xn + 1
- T = E(Xn+)- Ident . not.

-
xn + p - 2xn5

=

2xn

=
(xn - F)2

2xn

La desig . geom-aritm. nos = (Xn-) .(*
asque que VP Xn

I -z(x-
=>=1-

·
Aplicando lo mismo

a(x-)=-
Xn- 5P

Y ahora a XnP Y : n pasosNo concretos.

Xn-2
- T , 000 , X25 (x
Ison en total

n aplicaciones
desde Xn+1

-Pp)

Hemos llegado a

que Desig grom-aritm

0 [ Xn+1
- T * 8

- -

A

↑=

Por el Teorema del Sandwish,

li (Sn+ z-) = 0

n-> F
=> lim >+

Snt- = 0

=> =



E Para aproximas E
, definimos

X= 2

S Xn+z
= z(Xn +5

Los 10 primeros términos
,

calculados con 25 decimales
,

son :

- A partir de X6 ya hay 25

decimales exactos !

# Esta método nos permite aproximar cualquier no real (positivo a

*

partir de números racionales : basta tomal X1EQ.



APLICACIÓN DEL TEOREMA DEL SANDWICH : CONVERGENCIA DET

Ej Demostrar que
liteT = 1

Lema .

Dados X
, y

ER
x <y logy < loggy ,

by 1

DEM :

Si observamos la gráfica de g(x) = log X
,

donde "log" es

"logaitmo neperiano" :

Es estrictamente creciente,

x sy => logx < logy.

De otro modo,

x x y =1 = log * 10 = logy - logx0

=> log y <log X #



↳T = 1

Llamamos Xn=-1
.

Por las propiedades de los limites,
1

linxe =0 li-(n-1) = 0lim-= 0

Li-n - 1 = 0 () li -n = 1

Basta entonces demostran que li-Xn = 0.

COTA INFERIOR

Xn40)-10S, 1 Lema

Yn n, 1 = log n Y log 1 =0

Lema -N O

logg
Don

3o
⑫p

Xn0

COTA SUPERIOR

xn=n - 1(Xn +z =((xn+1) = n

-

E Binomio de Newton.
o BINOMIO DE NeWTON con X= 1

y = Xv

Dados X
, y ER; nEXT

, se tiene que

(x + y)" = (b)xyo + ()xy+ ()x*

22+...+ (n) y
-(-1) ()xy

↓ =I (n)xy

& (8) = = (2) = n(2) =m
En general . ()=

=> n = (8)1x + () ex+ ()2x +... otros sumandos positivos

En = 1 + nXn + X +...
=> nx



Tenemos acotado así,

o(Xn=#

Par el Teorema del Sandwich,

lim Xn =0= 1
n-> a



SUCESIONES MONTONAS

P (Sucesión monótona) Sea (an) una sucesión decimos que

es : #Cada término es menor o igual que el

- siguiente
· Creciente si an An+ 1

En -> IN

· Estrictamente creciente si an <anta Fue
-

-Cada termino es mayorL

· Decreciente sianta FUEN o igual que el siguiente.

Estrictamente decreciente si anLAnty FEN
-

En cualquiere de los casos anteriores
,

decimos que lan) es

monótona.

E Estudiar la monotonía de las siguientes sucesiones :

a) an = 1-

an = (0
, 1 , ,000e creciente.

1- E 1- z1- 7 ,
1- y /

1-

Vamos a demostrulo

n = n +1 - - + --
-> 1-1- - - an+>an

-- X
an+1 an Cada teim . es

majo que el

anterior
=> (an) es estrictamente creciente.

b) bn= n2

Clarmente bn = n2((n+ 1)2 = bn+ bn = bn+1

=> (bn) es estrictamente creciente.

a) (n = ( -1) pare n=0
, 1

,
2,...

Decrese crece

co = (-1) = 1 -- G =(z)) = -1 - 2 = (-1) = 1

=> Scul es monótora.



d) dn = cos()

Vimos que esta sucesión es

D D D C CC D
↳:

(1, - E - + - z ,, 1,... )

=> (du) no es monotoria.

el en =
m (n+ 1 + n2 x (n +1) - - ent en+

=> (en) es estrictamente decreciente

1) Sucesión de Fibonacci

E
f1 = 1

f2
= t

fu = fu -1
+ fu-2 ,

243

Probemospor
deció que es creciente

(3 = (2 + (1 = 1+1 =2 = 13392491

·0 general.

-Hipótesis : Suponemos que es creciente hanta fr :

xxxx

In fr-1 In-2 ...

-Tesis: Veamos que futz In :

↓ ↓

S

fn+

1
= (n + fn- 14 (n-1

+ fn-2
= fu = funkfu

Def de la>
sucesion

=> La sucesión de Fibonacci es creciente.



MONOTONA Y CONVERGENCIA

Teorema Si (Xn) es una sucesión creciente
y acotada superior

mente
,

entonces converge.

DEM
->

Como (Xn) es acotada superiormente, por el Axioma de

Completitud,
existe s= sup Xn .

Así, para todo 30,

s-E < Xno XS para algún no EIN
mu ↑

↑ Si no se colara" un término de la sucesión

aquí, sno sería la menor cota superior.

Pero como (Xn) es creciente, de hecho,

s-EXno Xn Es S+ e fnno
.

=> s- EXXn St E Autho

=> - EXn- SE fu
, no

=> Ixn-s/E Fuxno

Por tanto
,

(x) converge a su supremo. #

Tecrema 2
.

Si (Xn) es una sucesión decreciente y
acotada inferior

meute
,

entonces (xn) es convergente (y converge a su infin.

MONÓTONA ACOTADA = CONVERGENTE

E Probac que las siguientes sucesiones convergen y hallar su

limite
.

X1 = 1

a) ①E
xn+1

= 1+ ,
n41

Si la sucesión converge a un límite LER
,

se cumplirá que

live Xn = L y La Xnt =
n->

-

& Es la misma sucesión

Tomando limites en Q adelantada" una sosición



li Xntz = li- (1+) = L = 1 + Ex
Si el limite existe

,

debe cumplir esto
·2

=> 21 = 2 + 1 = L = 2

#Esto no quiere decir que exista el limite
, pero si que si existe

*

es L= 2.
.

Vamos a demostrar que hay convergencia .

ACOTACIÓN
Como X1 = 1 y el posible limite es L= 2

,
veamos que

la sucesión está acotada superiormente por 2 usando inducción
--

Casobase (n= 1)
X1 = 112

Easo general Suponemos que Xn = 2 Chipótesis) ·

¿ Xn+1
= 2 ?

[

⑪ a
⑰=+1 + z = 1+1 =

MONOTONTA
Como X= 1 y el posible límite es L=2

, podemos talar de

probec que Xn es creciente también por inducción.
-

Casobase (n = 1)

Xz = 1

x = 1 + E = 1 + z\= + 4x v

Acasogeneral
Supongamos que XnL Xn-z Shipótesis) ¿ Xnxz xn ?

->
⑭1+1+

conclusión(n eunasucesión monotona y acotadaea e

li-Xn = 2
n-> a



EL NÚMERO e

Consideramos la sucesión definida por

en = (1 + E)" para MEN
,
141

Vamos a demostrar que converge , comprobando que es monotona y

asotada. Primero, para hacanos una videa
,

calculamos algunos termi-

nos de la sucesión :

Los primeros son :
Y, si avanzamos más en la sucesión,

Parece que la sucesión es creciente...

MONOTONÍA Para proban que (en) es creciente
, usamos la desi-

gualdad ente la media aritmética y geométrica generalizada :

Dados X1 , -, Xn ERT
DESIGUALDAD A- G

Xz·Xn

vamos a usarla con los numeros

*
(1 + z) (7 + 1) . + = (1+ 1) dia= (+1

(1 + 1)++ (1 + y) + 1 = n(z+) + 1 = n + 1 + z

= n+2
Media=
aritm

Design (1+ 1+am ++
-

en+1

=> (en) es creciente en



ACOTACIÓN Hay que ver que (en) está asotada superiormente.Para

ello, usamos una sucesión auxiliari

fu = (1 + +h
+1

Calculando algunos términos
,

Parece que esta sucesión es

decreciente. Vamos a probarlo,

usando de nuevo la desig. A-6

con

1- t, 1- E , 1

(1- E) ... ( - 4) - 1 = (1-dia (1-1)
(1- 1) +...

+ (1 - 1) + 1 = n(1- 1) + 1 = n - 1 + 1 =

uMedia
DagAG (1-(1- (n)

+

H
...

1

(-

(--()(
+

2 + 1-1
- separar en dos

sumandos*
(

n+ 1

->(+ -7)(+(In-(n-1=
n-1

=> (fu) es decreciente
.

Además
,

como en = (1+) y fu = (z+ y
ambos

tienen la misma base
, que es mayo que 1

, ful, en
.

Así,

~ In decreciente

en /n f= 4 = (en) acotada superiamente
Paratodo n



enclusión sen) es creciente
y

acotada, es convergente y,

de hecho, definimos :

Definición (Número e) El número real que es límite de (en) se

llama número e :

e : = m= (1+z)

APLICACIÓN LIMITES DE!

Finalidad : Calcular

h Y ↳

E Demostrar que

2 n! VEN,1.

(22 Utilizamos inducción en n:

· -asobase (n = 1)

257. 1! = 2% 1 =111 =1

sogeneraem 2.n! ¿2(n+1)! (n +1)
+

=Y
-

: Sabemos que la sucesión

en = (1+ 1) es creciente y ez = 2.

En part, esto nos dice que2en Fu EN
~

2 Inte)!2.(n+1) . n ! = 2(n+1) . n =(n+ z) . (n+1)= (n+1)
+

-Afirmamos que 2. n = (n +1)" :

⑫Int~

V
pa la Obs



(1)*
n!

·Caso base : (n =1)
~

1= 1 = 1 = 91 = 27. 1 !

en e
lo que tiende a su supremo :

ht(1+"= e ene Fuen
por se

e el supremo

e (n+ 1)!e(n+1) . m! e(n+1) . n
(cota superior

↳ (n +1) . (n+ (" = (n+1)
+ = -

Afirmanos que
⑫Ine~

E
Calcular

↳
Dividiendo po n ! en la designaldad anterior :

ehim X"=0

si /X11

= (1) X
Per

him=li=
Del mismo modo,

=
n->

O-S

Por el T
.

del Sandwich,
ho



Calcular
!

Utilizamos la desigualdad (II) anterios :

en
=

↳ himX = 1 para xelRt
=> ne!

e 14
+a

Pew
,

inn.
= + a

⑳e-e

Tenemos El acotada inferiormente por ona sucesión

que diverge a + a

=> bu! = + a.



SUBSUCESIONES
Idea: Una subsucesión de (xn) es una sucesión "sacada" de
-

los términos de (xn), respetando el aden correlativo.

E
si x= me x = (1,,,,...

Algunas subsucesiones son:
X2X4X6 ...

· Terminos pares m (E ....) = (X
=i

· Potencias de 2 m (1 ,,, ...
) = (X) ;=

X1X2XXX8 ...

· Denom
. primos n ( &, . E, , ...

) = (Xn/nprimo
Xz X3X5X ...

#el (Subsucesión) Sea (Xn) una sucesión
.

Una subsucesión de (xn)

es (Xnken donde Xniz = Xu para algún neN y
[

-
n = n2x ...R-

Los términos de la sub-
- sucesión son algunos de

T
Se respeta el / fa sucesión
aden correlativo

-

Lema Sea (Xnk) una subsucesión de (Xn)
.

Entonces
-

NKLK YKEN
,
KI

.

REM: Hacemos inducción en K
.

· Casobase : (k= 1) 1141 porque ha es el primer indice

de la subsucesión

· casogeneral Sup . que ULK .
¿ Mx+1 k+ 1?

HiP

Mista) < = Uk+ 14 K+
1
.

Por def.
de

-
* El

subsucesion

Xn- -n / o

Pero si 14, no = UKY no
, por lo que tenemos que

IXnk-2/sE Fuk ho

=> (Xnk) converge a L
E

Corolacio (Criterio de no convergencia) Sea (Xn) una sucesión

y seam (Xnk) Y (Xn) dos subsucesiones distintas con

lim Xni #Li-Xnk
Entonces

,
(Xn) no es convergente.

DEM: Si (xr) convergiera a LEM
,

toda subsucesión convergena
-

a L
, par la Prop-

anterior
,

to cual contradice la hipótesis

li-Xnk #Li-Xni
E



Prop Si (xn) converge a LEI
,

entonces cualquie subsucesión suya
-

también converge a L.

DEM: Sea (Xnk) una subsucesión de (xn). Por el Lema anterior,
-

nik para todo KEN
. Fijado 230, existe noEIN tal que

1Xn-L/CE En, no

Pero si 14, no = UKY no
, por lo que tenemos que

IXnk-2/sE Fuk ho

=> (Xnk) converge a L
E

Corolacio (Criterio de no convergencia) Sea (Xn) una sucesión

y seam (Xnk) Y (Xn) dos subsucesiones distintas con

lim Xni #Li-Xnk
Entonces

,
(Xn) no es convergente.

DEM: Si (xr) convergiera a LEM
,

toda subsucesión convergena
-

a L
, par la Prop-

anterior
,

to cual contradice la hipótesis

li-Xnk #Li-Xni
E

E Dada Xn = (-1), probar que no converge.

Subsuc
. de términos pares : X2k = (-1)= 1 - LimX2x = 1

-

impares : X2+
=(2*

- 1 + (i-X2k+1
=1

como henos encontrado dos subsuc
.

distintas con lívites diferen
tes

. Xn no es convergente.

Que encontreos dos subsuc con límites distintos, no nos dice

que la sucesión no tenga limite
,

sino que no converge (puede
ser divergente). Por ejemplo, definimos Términos

-

n
,

si n= 3 k-2 1
,

4
,
7

,
10, ...

Xn = 1
,

si n= 3k- 12
,

5
,
8

,
11

, ...?
- 1

,
si n= 317-3

,
6
,
9

,
12

...

Xm =(G..



Consideramos las subsucesiones de los terminos de la forma :

X31- 1
= 1 = li

- X3k-1
= =

↳ = Xnmoconverge
X3k = - 1 = li

- Xzk = - 1

Sin embargo, como los terminos de índice n=3 K-2 crecen

indefinidamente, Xn no está acotadas superiamente y,
de

& CERTO.

hecho,

L ⑰Xn=+a.ifeso! No cumple la def
n ->

de divergencia !
- z

- leorema de BOLZANO-WelerSTRASS Para SUCESIONES -

Ref (Término dominante) Sea (Xn) una sucesión
.

Decimos que

un término de la sucesión, a saber Xno ,
es dominante si

es mayo que todos los términos que van tas el
,

esto es
,

si
-

o igual
Xno Xn Fue no.

lbs: Si (xn) es decreciente
,

todos los términos son dominantes;

y si es estrictamente creciente
, ninguno lo es

.
En realidad

,
una

sucesión puede tene un narbitrario de terminos dominants.

Eeorema (de la subsucesión monotonal

Toda sucesión (Xn) tiene una subsucesión monotona.

DEM:

· Supongamos que (Xn) tieve infinitos términos dominantes.

Si consideramos la subsucesión (Xnk) donde los elementos son

los términos dominantes, cumplirá que

Xn XnitKEN

=> (Xnk) es una subsucesión decreciente de (xn)

·Supongamos ahora que (Xn) tiene un no finito de términos domi.

nantes, de modo que el último término dominante tiene Indice N.

(Si no hay ningún término dominante, fijamos N = 1).

Elegimos >N .
Como Xna no es dominante

,
existe

n2 > ha tal que Xnz Xhz. Caso base de inducción.



caso general -- Supongamos que hemos encontrado na , -ink

indices con

neXn2x ... N Y Xna * Xnz ... Xnk

Como Xhiza no es dominante
,

existe hink1 con

Xn
i1

* Xhk

=> h<... N1nk y Xnex ... Xni Xnk

construmos así, por inducción
,

una subsucesión (Xnk) de

(Xn) que es creciente. #

Obs: Las subsucesiones construidas en la dem .
anterior no tienen

caqué ser únicas.

-

↓eorema (Bolzano- Weierstass para sucesiones) Toda sucesión acotada

tiene una subsucesión convergente.

REM :

Como (x) tiene una subsucesión monótona, a saber
, (Xni

- -

y (Xn) es tada,u también lo es

=> (nk) es convergente.
#

La funza de este teorema
, que no nos de el vala de on limite

de (xn) acotada, pero nos dice que hay un candidato
,

al menos,

a ese limite : al que converge la subsucesión.

como la sucesión no puede "escapar de ciertas fronteras (pues

está acotada) y una subsucesión tiena limite
,

nos dice que

infinitos terminosvisitan los alrededores" de ese límite. Es

algo así como un punto de acumulación de elementos de la

sucesión. Por ejemplo,

Xn= sen n sabemos que está siempre en [-1
,
1]

y el T
. de B-W

,
nos dice que existe una subsucesión (Xnk) con

him Xnk = LEl-1
,
1]
,

así que (Xn) "So mueva cerca de ese L"aunque no sepamos

cuál es.



TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS : EJEMPLOS

Feorema (Bolzano- Weierstass para sucesiones) Toda sucesión acotada

tiene una subsucesión convergente.

Ej sea (Xn) una sucesión real acotada de modo que cualquier
subsiscesión suya converge a LEIR

.

Demostrar que

li- Xn = L ⑪ Caliad
n->a

-

Supongamos que (Xn) no converge a L
.

Para un Es > 0 fijado,
*

IXn-L) Es Frz no
, para no EIN

.

Pero como (Xn) es acotada, por el T
. deBolzano-Weierstass,

existe seguo una subsucesión (Xnx) convergente y , por hipótesis

converga a L
.

Esto es
, para el En anterior se tiene que

①
1Xnk-21 <E YKY, Ko

,
KoEN

Q A partir de no, Es los términos de (xn) estan a

distancia L,
s

de L

① A partir de Ukoss los terminos de (Xnk), que son

infinitos terminos de (Xn)
,

están a distancia Es de L

① Q se contradicen > Una es falsa .
¿Cual?

* es cierta por hipótesis => es falsa

(xn) converge a L .

# Sea (Xn) una sucesión y sea el conjunto

Si = <n : (xn-L) < El

con Es0
y algún LEIR.

Demostrar que,
si (xn) es acotada

,
existe LEIR talque Sa es

un conjunto infinito para todo E30.



Como (xn) es acotada, por el T
.

deBolzano-Weierstass
,
tiene

una subsucesión convergente ,
a sabes

,
(Xnk] con

li- Xni = LERR
.

k->

En particular , para 230
,

existe KoEN con

1 Xnk- L) <EL, Ko

En esta caso
, Sa =E RKo , Rota i Mo+z , ... Y es infinito

y ,
como es cierto para cualquier 230, quedes probado

El Demostras que una sucesión (Xn) no tiene ninguna subsucesión

convergente si , y solo si,

li (xn) = +a.
n->a

Et.
Si (xn/* + a

, para MtIR fijado ,
exists no EN con

1xnk, M Ful, no

Si (Xn) es una subsucesión de (xn)
, podemos elegir K tal que

m no E Incl M FukPho.

S fnk no = (Xnil no converge.=XLen e
=> (Xn) no tiene ninguna subsucesión sonvergente.

FALSOy
E Supongamos que li (xn

.

Entonces, para cierto MER

tendremos que (xn) < M para h no
, para un no EIN

.
En

-

particulas existe nz > 1 con 1Xnz) < M. Existirá también

haha no con IXnal <M. De esta forma ,
construimos

una subsucesión de (Xn)
,

a saber
,

(Xnk) que cumple que

IXnIXMKEN
,

esto es (Xnk) es acotada. Pero por el T
.

Bolzano-Weierstraus,

esta sucesión tendrá una subsucesión convergente , que también

es subsucesión convergente de (xn)
. j Contradicción !
-



=> h(xn) = + a
.

Ejercicio Demostrar que una sucesión (Xn) es acotada si
, y solo si

-

toda subsucesión de (Xn) tiene una subsucesión convergente
El Como (Xn) es acotada

, cualquier subsucesión (Xnk)

suya también lo suá y , por el T
. de Bolzano-Weierstass,

(Xnk) tiene una subsucesión convergente.

E Sup. que toda subsucesión de (xn) tiene una subsucesión

convergente , pero que (xn) no es acotada. En este caso,

FALSO
existe una subsucesión (Xn) de (Xn) que no es acotada,

esto es
, linIXnil = +& y, por el ejercicio anterior

,

(Xn) no puede tenen una subsuc . convergente
=> (Xn) es acotada.



LIMSUP Y LIMINF

Recordemos esta proposición :

Prop Sea (xn) una suceriou convergente

con li Xn = K; y sea a ER
n -> a

Si Xn a para n suficientemente grande => K a

De igual modo
,

si Xnb , para belt = 1 b

En particular , podemos decir que si (xn) es convergente y
a , bEIR son tales que b1Xn = a para n suf . grande,
entonces

ke [b
,
a]

.

Par otra parte, si (Xn) es acotada, puede ser convergente o

no. Esto depende de los conjuntos de la forma

4Xn : n, NY para cada NEN
-

Terminos de (xn) a partir del N-ésimo.
La convergencia no depende de los primeros terminos,
sino de lo que ocurre "muy adelante"

De hecho, si (xn) converge a LER
, per la proposición anterior

, pode-

mos escribir que
LE[UN

,
VNI

,
donde * A

Un
= inf(xn : -N} Y V = sup4xn : n,N]

7&
infimo de toda la sucesión Supremo de todafa sucesion a

a partir de N : partir de N :

Un Xn Fu N XnEVN Fux N

# #
UNL LEVN

Pero, en lugar de considerar Un y Un para un NEIN fijo, podemos

considerarlos para cada NEIN, de modo que tendremos dos sucesiones

Sud y (vi)



Prop. La sucesión (uv) es creciente
y (VN) es decreciente.

DEM : Vamos a probarlo para (UN) :

-

Un = inf4Xn : u> N) = inth Xv , XN+1 , Xv+2 , ...

-M
Como lo el para nL, N,

lo es para nL,
N +1

&
un es cota inferior

=> Un inf(XN+1 ,
XN+2 , -1 = inf4xn : h,

N +1) = Un +

=> (UN) es sreciente
.

Para (VN) es análogo
. #

Además
,

como hemos supuesto (Xn) acotada (uv) y (VN) son acotadas

y ,
al se monotonas

, convergen .
Si

,
además

,
(Xn) converge a L,

hemos visto que
UNE LE Vi para todo NEIN

= lim UNELE Lim Vo
- -

Estos números son útiles
, aunque no sepamos si (Xn) converge,

paque , si lo hace
,

tenemos su límite "controlado".

Def CLimite superior e inferior de una sucesión) .
Sea (xn) una suc

.

-

El limite superior y el límite inferior de (xn) son
, respectivamente:

limsup xn= h Sin e
liningn =tain

Si (Xn) es acotada
,

sabemos que ambos existen, pero :

· Si (xn) no está acotada superiormente, definimos
limsup Xn = +a

· Si (xn) no está acotada inferiormente, definimos
lining Xn = -8 .



Obs : En general , limsup Xn A pes el supremo de la sucesión.

Pa ejemplo , para Xn
=/m

,
como es estrictamente decreciente

,

sup Xn = 1 ;

sin embargo,

V = sup(xn : mN) = suphE : mN2 =

=> limsup VN= V=a= 0.

Teorema 1 Sea (Xn) una sucesión. Si hizo Xn está definido,
entonces

lixinf Xn = li xn = 1sup Xn .

LEM: Llamamos

un = inf4x : nGNh V = supExn : nN

Sabemos que (nw) es creciente
y (VN) decreciente

.

Sean
,

además,

u= li-Un = liinfxn j V = li V = lisapxn
N-> a N-> a

Como
, para N suficientemente grande UNE Xn EVN XnN

,

y
li- Xn está definido,

u1li- Xn V.

· Si li-Xn=+8
,

como Xn no está acotada superiormente,

v = li-supXn= +0 .

Supongamos que liviuf Xn = LER
,

entonces
-

UNEL FNEN - Una sucesión creciente tiende a su

supremo

=> inf {Xn:N31L ENEIN

Pero como li-Xn =+0
,

existe noti tal que Xnt L Vuno

= Uno =inf [xn : nnoh L i para cualquier L!

=> liviul Xn = + &X



· Si li-Xn = -a
,

es análogo-

· Si lin Xn = LEIR
,

sabesos que

u = Liming Xn = = lisup Xn = V.

Songamosque UXL , entonces existe XEIR con mu
E = L- X

-
⑧

U ·

Como Xn convege a L
, para E = L-X

,
existe MEN tal que

(xn-L) x L-xfnxnz
(= X-2XXn - <L-XXXXX2L-X
=> Un = inf(Xu:NYX ENG ha

=> u
=> Liming xn
-

Por un argumento similar Llegamos a que

limsup Xn L Liminf Xn 3=>
Pero sabemos que Limsup Xn Y

, 1 Liming Xn

=> limiul Xn = L = limsup Xn .
E

Teaema2. Dada una sucesión (xn) con

liminf Xm = limsup Xn,

se da que :

(i) li Xn existe

(ii) li. xn = iuf xn =supn .

REM :

· Si living xn = linsup Xn = +
,

UNPXm = li un = h Xn => (i - +m = +/
-

+

· Si lin inf Xn = linsup Xn = -a
,

es análogo.
· si living Xn=supXu = LED

,
sabemos que , fijado NEN

,

UNXn-VN para n suficientemente grande



=> Xn es una sucesión asotada. Además,

u = li= Un = la Xn* lisupXn = li
- v = v

.

N-> N -> a

Por el Tearema del Sandwich
,

(xn) tiene limite
y

u = li
- Xn = v #

SUCESIONES DE CAUCHY

Teorema 1 Sea (Xn) una sucesión. Si hizo Xn está definido,
entonces

lixinf Xn = li xn = 1sup Xn .

Este teaema
,

nos dice que si (xn) es una sucesión convergente,

para un NEN lo suficientemente grande,
los números

un = in) 4xm:N3 y Va = sup Ex : naNI
están todo lo cuca que queramos. Esto implica que,

de hecho,

todos los valores del conjunto
4Xn : <, Nh

están todo lo cuca que queamos.

Esto nos lleva al siguiente concepto ,
crucial en Análisis

, y
una herramienta teórica muy potente :

DelusióndeCauchyDecimosque una sucesión (x es delaestas
L A partir de un punto en la

-

sucerion

(xm-Xu) <E #min > Nc
- -

*
Cualquier pareja de teminos de la sucesión

están a una distancia menor que un Eco prefijado.



Lema 1 Sea (Xn) una sucesión.
-

(xn) convergente => (xn) es de Cauchy.
DEM : E/2
~

Supongamos que (xn) tiende a L
. Fijado 30, existe

New tal que (xn-2) En N

Podemos escribir
,

en lugar de n , una mi

Ixm-112 fm, N.

Así, fijado /210
,

existe NEIN con B

(xm- Xn/E(xm- L + L- xn)(xm - 2) + 1xn - 11x2 + 2 =2
↑

12-Xn) = (xn- 11 fm
,
nz N

.

#

Lema 2. Si (xn) es una sucesión de Cauchy ,
entonces está

acotada.

CEM:

Fijado E = 1 en la def.
de Canchy ,

existe NEIN tal que

(xm-Xn/ < 1m,
>,

N

En particular ,

(xm-Xw/x1fmN =D XN-1XXmXXN + 1 XMI N
Xn ,XN+z ,

XN+z ...
todos están dentro.

XN-1 n+ 1

O &

↑ ↑

Así, fuea solo quedam X1 , -, XN-1 , por lo que hay un

mínimo y un máximopodría ser XN1 o XNTA ,
si todos están

pa encima o pa debajo)
=> minhX11-1 XN1 , Xnz, Xnta XmEmaxhX1- , XN , XN1 , XN1h XMEN

=> (m) es acotada.
#Da igual poner

m ,
n, k ...

#



Feaema Sea (Xn) una sucesión.

(xn) es convergente en R (xn) es de Cauchy.
DEM :

-

E Ya lo hemos demostrado (Lema 1).

E Supongamos que (Xn) es de Cauchy
.

Por el Lema 2
,

(xn)

es asotada
, conque basta ver si existe el límite

y
esto

podemos demostrulo viendo que

liming xn = limsup Xn

FijamosEso. Por ser (xn) de Cauchy ,
existe NEN con

(xm-Xn/ < fm
, n > N.

E - EXm-X2 (Xm-2+E fminN
# Xn+ E es cota superior de Xm Fm, x

=> V = sup[Xm : mN Xn+E

-

&
Es la menor cota superior de 4xm : mLNh

=> Vw-EEXmnN

=> Vw-E es cota inferio de Xn>N

=> V-Einf(Xn : N = no
-

↑ Es la mayor cota inferior de hxn : nih
En conclusión,

V-2UN
-

Tomando límites ahora, ↳linsup xn-2= V - ~z Ur = liiuf Xn

=> ↳pxn =tXn + E

E EIR

=> Existeh Xn y es un ni real.



Como esto es cierto #230,
linsup xn linial

Además, por definición, x)= limiul Xn = limsup In

kinf xu I lisap Xn

=> Existe lin Xn y es un no real.
n->a

El tecrema anterior es muy importante parque nos muestra

que podemos comprobar la convergencia de una sucesión, viendo

que se de la condición de Canchy, que no involucra al propio
limite

.

F Demostrar que la siguiente sucesión es de Canchy :

X10E
Xn + 1
=+ Xn

,
n41

Def (Sucesión de Canchy) Decimos que una sucesión (xn) es de Cauchy
si faso, existe NEN tal que

(xm-Xn) <E Fm
, n > N

1
.

Positividad Xn0EN

Por definición, X10
Ahora suponemos que XnL, 0 y vemos si lo es Xn +1

Xn + 1= 40
-

↳
E

2. observación importante. Lo que queremos hacer es acotar
(xm-Xn) por un 230, así que vamos a vee si

podemos acotar : para a
,
b ERT



(1+ a) - (1 +b)
Na-M+b =

*a + Nab
+ Ab J
·ra + Etb

la -b|
=

a+b

3. Acotación de (Xn+1-Xn)

Aplicando el paso anterior a Xn
, Xn-10 :

(Xn+1
- Xn)=-⑭

Def
Pero como Xn , Xn- 1

30, S+Xn= 1 yxn, 1

=>42
-

=> (Xn+ 1
- Xn) = (Xn- Xn-1) Aplicamos de nuevo aquí

= E. (xn-1
- Xn - 2) = (xn+

- Xn-2
*

= F . (Xn-2
- Xn-3)

Aplicamostodas -
1 = n - (n -1)

podamos
1

las veces

-no por
se

11 E

4. Condición de Cauchy
Fijamos Eco

y
tomamos m

,
n EIN, pongamos con

⑭n. Buscamos NEI
que cumpla la condición

Xm - Xn) <E fm
,
n,

N.

↳
n

,
n+ 1

,
k+2

, 000 ,
m



(xm - Xn/(xmmmXm-2)t+(Xn

DT) Xm - Xm-z) + (xm
- 1

- xm-21++ (xn
+1

- xn)

=(X
Punto (3)

*
constante

anteish

↓(x2- X1)
-

Como tiene que vale

= (x-X1. para todo m > n ,
esto

puede see todo to grande

12are queramos

*serie geométrica de razón

-
En nuestra serie

,
llamamos j= k- 1 =D j+1 = k

-
= (n-2(x2-x1) Queemos esto

&
= (xm- Xn)((y2(x2 - x) = E

=> -2.(x2-x)
= log

Para que se cumpla la condición de Canchy ,
basta

toma NEN que cumple



Esto demuestra que la sucesión es de Canchy y,por tanto,

convergente en D.

La condición /Xn+-Xn/
*Eso no es suficiente para

que se cumpla la condición de Cauchy

E Consideramos la sucesión Xn = log m
, para n31

un

n->a * NEPERIANO
a) Demostran que (X+ -Xn) ->0

/El logaritmo es creciente

(xn+1
- Xn) = 1 log (n+1) - logn/log(n+1) - logn

= los
-1

b) Demostrar que la sucesión no es de Cauchy
Sabemos que

(Xn) es de Cauchy# (Xn) converge en R

Pero
li- xn = 1 logn = +a
n+>a

La condición (xm-Xn/ E para m = n +p no es suficiente
para que se de la condición de Cauchy

Basta considerar da nuevo el ejemplo anterior:

1 xm - Xn) = (Xn+p
- Xn) = log(n+p) - log

= logn+

D O
* En part, esto nos

asegura que para 330,

# (xm-Xn) E
1

Sin embargo,
Xn es de Canchy ...no



¿ Qué es lo fundamental entonces?

Que en la condición de Cauchy nos dice que fijado
Elo

,
existe NEI tal que(xm-X)minc, N

Este "para todo" nos dice que no solo tenemos que tenes

es cuenta que men+ 1 o que m = n +p ,
es decir,

que "el salto" de na m sea finito,
sino que ,

como

sióntiene infinitos terminos,n pueden

>muy , muy , muy lejos : tan lejos como a

E Consideramos la sucesión definida po

Xn=+
Demostrar que no es de Cauchy

Tenemos que ver que para cierto E
, pongamos E = 1

,

para todo NEI existen m
,
n EIN con mcn tales

que 1xm-XnK 1
.

(No se cumple la

·

jcondición de Cauchyl

Xm- Xn==(
- (k+1... + ()

=Es positivose y ese

(xm-Xul = Xm - Xn



Consideramos la función f(x)=
Y f(x)=

1
m

ne

de los rectángulos suá

mayor o igual que el
X

área M
, que es uno

integral definida
De

= Im-xex
BARROW

log(m+1) - log(n+1)
m = n + P

-
pe, p> = log log(

-> (xm-Xn(t,(1+ 1

· ④

1+e + e - = = p(n+=(e- 1)

Por tanto, para todo NEIN
, elegimos on nN fijo

y tomando mc n +p ,
con pEIN que cumpla ,

asegmamos que 1xm-Xnk) 1

Esto demuestr que la sucesión

Xn= 1

k=1k

no es de Cauchy ,
lo cual también nos dice que no

converga en I
,

es decir,

↳- m=+ a

n->
I



A se le llama serie armónica y acabamosa

·Die Armónica es DIVergent


