
MEROSREALES

EL ORDEN EN IR

El conjunto IR tiene definida una relación de

orden (1) de modo que,
dados X

, y ,
ZER

,
se

cumple :

1. Reflexiva x * X

2. Antisimétrica xy e y = x = x =Y

3. Transitiva
. XY ey =z = X1z

4. TotalidadSiempre x 1 yoy = X

Además, esta relación de oder es compatible con la

soma y
el producto :

· Si =y => x + z =y + z Ex
,y,

zE

· Six = Y ,
z40 E XzEyz x

,y ElR
.

A partir de la relación
, podemos definir en R

la "relación de onden estricto", :

Dados x,y ER
,

xyx=
y y x + y

Propiedades del orden en IR

(P1) X, y EI , Xzy = - XY - Y

DEM
- &

x (y - x - y - x - y -

y - x +y -X
(P2) X

,y,
ZER

, XLy ,
z10 = EXY zY



↑
DEM
-

z so => - z)0

3
(P1)

xzy
=xt -

zy = zx), zy-
E

(P3) x
, ytI , 0 (X1y = X - -

DEM!
-

x = y = y
- X), 0

1 1x40
= y +

x30 (y +x)(y-x)40

y7
,0

=> y 2 - x- 30 = y 2x

-

(P4) X
, yEROLXEY y =4 xzyt .

z
,
teir

,
ozet

ER z7, 0

Y 3, 0

X = Y
-> Xz - yz 4 => xz =ytzzt -> yz- yt

(D5) X
,yER ,

0 <<y = **
DEM
-

x ,y) => xy10y0
x (y = x y + y=



(PG) Desigualdad de Beinoulli
.

Si XEIR
, X-1

,
entonces

, para todo neIN
,

14,1
,

(1 +x), 1+ nx

DEM : Inducción en n.
-

· Caso base (n= 1)
-

1+ x = (1 + x)
=

4
- 1 + 1. x = 1 + xx

· caso general-
-1 + mx

Multiplicando por (1 + x), que es positivo

paque xx -1 -> X + 14,0

HIP

(1+x)+*

= (1+x) . (1+x)4(1 +nx) . (1+x

= 1 + nx + x + ux
~

I X 7
,0

= 1 + (n+1)x + nx
ux0 =

parque n3,1 31 + (n +1)X

⑮
(1+x)

+=

-1+ (n + 1)x - #

VALOR ABSOLUTO EN IR

El paso siguiente a establece un orden en R es

introducir una noción que nos pemita medeir distancias

y expresar desigualdades de forma simétrica
,

sin

importan el signo. En la recta real
,

cada XEIR

se asocia a un punto situado a cierta distancia



del 0
.

Esta distancia es no negativa :

3 3
-

# I p j *

-3 E &

1 - 3) = 3 (3) = 3

El valo absoluto de un ni real represente su distancia

al origen .
En general ,

se define así :

(x) = 2x) six30

- X
,

si x0

Miedadesdel vala absoluto

Sean X, y
E R.

(ABS1) Ix 140.
(AB5) ( * 1 =

(ABS2) (x1 = 0 <> X = 0

(ABS3)(x) = 1 -x) (ABS6) Si aEIR
,

aL, o,

lABS4) (xy) = (x) . (y) (x) = a( - a = x = a

DEM :
-

(ABS1)

· Si x30
,

(x) = x40 /

· Si x 10
,

(x) = -x)or

(ABS 2) (x1 = 0 ( X =0

EX= 0
,

(x) = 10) =0

En (x1 = 0

X Sólo se da este
· Six40

,
(x = x + 0 = x / caso

· Si Eno ,
(x) = -x -> 0 = - X Imposible

(ABS 3) (x1 = 1 -x)



· Si x30 -- (x) = X

-

↳
- x10 + ( - x) = - (-x) = x

I=> (x) = 1-x)v

5

· Si xco - (x) =

= (= (x) = 1 - x) v
↳

-xx + 1 -x) = -x

3

(ABS4) ( xy| = (x) . (y)
· x40

, y40 + xy30 + (xy) =

xy
4(x) = x

,
(y) = y

+ (x)(y) =

xy

· x40
, y10 + xyx0 + (xy) = -

xy ~
↳ (x= x

, (y) = -y -> (x)(y) = x - (y) = -

xy

Los otros dos casos son análogos.

CAB5) 11 = E con y,

Vamos a probar primero que 181 =
· y + =10 - (7) =[

↳
(y) = y -=

· ys
- 1 + 0 + 17) = - 7Y

↳
(y =

y => m =
~ ~

-

Escribiendo = X . E
1) = (x.=



(ABS 6) a tIR
,

al,o
, (x)-a()-axa

El Sup . que (xa. menos o igual que 0

↓
· x30 + (x) = x 1 am - a -Xav

· xo - (x) = x + -x =a -> x4 -a

-> - a = x 1av

5
X10 yal, 0

Et Sup . que -a = X = a

--
↓

· xx0 -> (x) = x 1a - (x | <a

· X0 -> ab -x = (x) - (x) = av
- a 1 X

E

* Esta última propiedad nos permite (1) hacer
④

acotaciones y (2), más adelante, definir

limites
.

adacio1 Xx- IR
,

- (x) = x = (x)

REM
Basta tomas a = (x10 en lABS6)

a0 (x) = a() -a-X]a

|| = (x) =1 - (x) = x = (x) v
E

Coolario 2 Dados X
,

LEIR
y

EEIR
,

Eso,
-

(x - L) + e() x +(L- 2
,

L+2)

DEM : Por (ABS 6)
,

-

(x -L) < () - EX-LE

+ L

(= L - E <X L+ E



() Xe(L- 2
,

L+ 2)
E

La interpretación de este corolario es que

Ix-2)2 significa que
E

r-4
O ↳ O

L+ EL-E [
x está aquí dentro

la distancia de x a Lesmenos que E.

LA DESIGALDAD TRIANGULAR

Irorema (Derigualdad Miangular ,
DT) Sean x

,y ER.

(x + y | =(x| + | y)

DEM: Por el Cardario 1 de (ABS 6),

- (x) = x = (x) (--
- ((x) + (y)) = x +y = (x) + (y)

- (y) =
y

= (y)

(ABS 6)
-> (x + y | = (x) + (y).Y

Tomando
a = (x) + 1y)30

E

Condario CDT 1) Ex
,y ElRo

,-

(x -y| = (x| +(y | (y) = 1-y)
↓LEM:(x-y = (x +(x) + 1 -y)=

Corolacio (DT2) Ex
,y EIR

-

(x= yz) = (x-y)((x| + | y)).



P:

(x-

yz) = ((x-y)(x+ y)) = (x- y | . (x+ y) * (x-y)((x) + (y)
E

↑ se usa en el estudio de limites y continuidad

de funciones polinómicas.

Candario (DT 3)X
,y EIR

-

((x) - (y| ) = (x- y)

DEM: Por una parte,w

(x) = (y + (-y) /4 (y) + (x - y)
[I)

=> (x) -(y) = (x -y)
Por otra

, si cambiamosx por y aquí ,

(y | - (x| = (y -x) - (y)- (x) = (x -y)

(x-y) = (y -x) e (t)

-> (x)- (y | 4 -(x-y)
paque (2) = 1 -z)

Juntando (1) y (1),
- (x- y) = (x) - (y) = (x -y) (x)- (y|

↓
(x)(a(=) - a 1 x1a

Par (ABS 6) con a= (x-y),

((x1- (y)) = (x-y)
E

E Demostrar que Ex
,y,

z Eth,

(x- y) = (x- z) + (y - z)

(x-y) = ((x- z)+(z -y)P(x- z) + (z -y) = (x-z) +(yz)



DISTANCIA EN R

La noción de Existancia se usa en Matemáticas para

poder medir. Se puede estableces que es una

distancia en cualquier conjunto X :

e (Distancia o métrica) sea X on conjunto . Una

distancia
o métrica en X es una función

d : XXX -- I

que cample :

(i) No negativa d(x
,y)30 Xx

,y eX

(ii)
"

Separación" d(x ,y) =0= x=y

(iii) Simetia d(x ,y) = d(y , x).

Siv) Denigualdad triangular d(x
,y) = d(x

, z) +d(z
,y)

·
Z

d(x,z)d(z
, y)

⑳

X
d(x, y) · Y

Al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Rol En IR definimos la distancia usual o enclidea

como

d(x
,y) = (x- y)

Así definido ,
(t

,
d) es un espacio métrico :

(i)d(x,y) = (x - y/40

(ii) d(x
,y = 0 > (x- y) =0() x-y = 0() x =y

(iii) d(x
,y) = (x - y) = (y- x) = d(y ,

x)

(iv) d(x
,y) = d(x

,
z) + d(z

,y) paque :

I L -



↓ ↳ ↳
(x- y) = (x - z +z - y) P (x-z) + (z - y) /

Otras distancias en IR

- Distancia disusta-

*x,y <R
, ddisc(x,x) = 20,

x=Y

1
, XFY

(R
, ddisc) es un espacio métrico en el que todos

los puntos estan a la misma distancia

comprobemos que ddisa define una distancia :

Sil d(xy)0 por def.
(ii) d(x

,y) =05= x = y por def
(iii)

'

d(x
,y) = d(y, x) porque si x = y,

ambos sono;

y si XEy, ambos son 1.

(ivd(x
,
y) = d(x

,
z) + d(z

, y)
· Si x = y = z

,
todos son 0

· Si X # y = z 1 1 1 + 01

· Six = y + z 011+ 11

· Si xy + z
,

XFz 1 11 + 1v

Esta métrica se usa como "ejemplo extemo" o

para construir contraemples.



- Distancia acotada -

Ex
, y eR , d(x

,y) =

(x-y)

1 + 1x- y)

Li
,
d) es un espacio métrico en el que se cumple :

(

0 = d(x,y) < 1

# Esto es parque el denom.

es estrictamente mayor que

el nomerador
.

Lema. Consideramos la función
-

((t)=30.

Se tiene que :

1- f es creciente en su dominio

2-Va
,
ber

,
abbo

, f(a+ b) = f(a) + f(b)
.

ACEM:

1- Deivamos

1+t - +

e'(t) = =To
(1 +t)2

como f'lt)0
para +0, f es estrictamente cre-

ciente en [0
,

+ a).

a(1+b) + b(1+a)
2- f(a) + f(b) =+=

(1+a)(1+b)

=
a + b + 2ab

1 + a +b + ab o Paseeb1,0.

I latabtt



a +b +c+b2f(a+b + ab)

f creciente

④ f(a+b) .

=> f(a+ b) = f(a) + f(b)
E

Vamos a demostru que la distancia acotada

d'(x,y=
define una métrica en R

.

(i) d'(x
,y)30 paque nom y denom son 30

.

(i)d(x
,y) = 0 (=> (x-y) =0() x-y =0() X = y

(iii) d'(x,y)=== d(yx

(iv) Desig . Tiangular d(x
,y) = d(x

, z) + d'(z
, y)

(x-z) 1z - y)
d'(x, z) + d(z

,y) =

1+ (x- z)
t

= + 1z - x

e(t)= f((x- z1) + f)(z -y)

f(a) +f(b)- f(a+b)- f)(x-z) + (z - y)

Por la Desig .
Triang. 24 f((x- y)

del Valo abs,

H
=

y
= d(xy

y if es creciente !
-
-



MÁXiMOS Y MINIMOS
. COTAS.

Def (Máximos 3 minimos) Sea XEIR
,

XFQ.

· MEX es máximo max X
,

si XIM XxeX.
-1

· mEX es minimo min X
,

si maxfxeX
--

Ma - Elemento "par encima" de todos
-

Min us-1- "por debajo" --
-

Prop Si XIIR
,

XEQ
, y tiene máximo o mínimo, es

w-

único.

M: Sup que M2 , MzEX son dos máximos.

· x1M1 ExeX
,

en part . Six = M2 -> Mz = Ma 3
· x = Ma XxeX

,
en part ,

si x =M1 t Mi Ma EMzFM
Para el mínimo se hace igual

E

E sea X = (0
,

1). Probar que no tiene máximo.

Mo
-- x = 40+ 1

↓ ↓ 2
⑧ O

8 12 No puede see max

paque no está en X.

Supongamos que Mot(0
,
1) es el máximo. Esto nos dina

que Exe(0
,1)

,
X * Ma

.

Sin embargo, si tomamos

X=Ponto medio de Mo y 1

#
se tiene que Mo < X11

,
es decir Xe(0

, 1) y es mayor

que Mo
, sonque Mo no puede ser el máximo. Tenemos

que probac ⑰

Si fura Mo 2Mol, Mo + 1 = Mol 1

y no puede see paque al see Mo = max (0, 1) tendría

que pertenece al conjunto > Mo <
X



Del mismo modo, siSe Mo+12 E Mol,1

que tampoco puede ses = X11
.

Conclusión : Siempre podemos hallar x10
, 1) mayor

-

que cualquier Mo que fijemos en 10
, 1) =D X= (0, 1)

no tiene máximo
S

# Hallan
, pare Y = 50

,
71

,
max Y

,
si existe.

claramente max Y = 1 parques

· 1EY

· 1 y fy eY

· Si Mo > 1
,

MoEY, por lo que no puede ser el max.

Def (Cotas de un subconjunto) sea XID
,

XF0.

1. Decimos que SEIR es cota superior de X si

XS XxeX.

2. Decimos que SEIR es cota inferior de X si

s-xxxeX

3: Si el conj .

X no tiene cotas
,

se dice que es no

acotado.

* Las cotas de XER las vemos en R
,

no tienen

paqué estan en X.

I E M,

· Para X = (0
, 1)



Cotar superiores: 1
,

3
,

i2
,

1823
3-

-

inferiores: 0
,
-1

,
-e

,
-108 Ningunaente

· y = [0
,
1]

↑
Está en [0, 7]

23

assuperiores : Q, 3 estan en 10,
1)

· z = IN

-
No estan en INcotas superiores : No tiene

.

- S

#inferiores: D,z ....

& Está en IN

el (Supremo e infino) Sea XIP
, XF0.

1: Si X está acotado superiormente ,
llamamos supremo de X,

sup X
,

al mínimo del conjunto de todas las cotas

superiores ,
si existe.

2: Si X está acotado inferiormente ,
llamamos sufimo de X,

inf X
,

al máximo del conjunto de todas las cotas

inferiores,
si existe

E Hallar el supremo y el infimo ,
si existen

,
de los

siguientes conjuntos:

a) X = (0
, 1)

.

Supremo Vamos a vee que sup X = 1
.

claramente es cota superior .

V Hay que ner que es

la menor. Supongamos que existe otra cota superior



XoET con Xo < 1
.

· Si Xoxo , no sería cota superior X

· Tecesariamente Xot(0 ,
1). Pero en este caso, tampoco

seña cota superior paque el elemento

X=Ponto medio ente Xo y 1

cumple que Ay
xe(o

Xo no es cota superior

=> sup X = =

Enfino Analogamente ,
se prueba que inf X = 0

b) Y = 10
,
1]

Se demuestra como en a) que sup Y = 1 ; infy =0.

De hecho, en este caso,

sup Y = max Y EY , in Y = min YEY.

Probamos que si un couj .
tiene máximo, este coincide

con el supremo ; y si tiene minimo, con elinfino.

SUPREMO E INFiMO : PROPIEDADES

Pop Sea X
.
[ IR

, XEP

1) Si existe
, sup X es único.

2) Si X tiene máximo
,

entonces también tiene

supremo y ,
de hecho

, supX = max X.

3) sup XEX <E supX = max X.



M:

1) Basta usar que , por def , sup X es el minimo del

conj .
de todas las sotas superiors de X

y ,
como

existe
,

el mínimo es único.

2) Sea M = max X
.

Veamos que sup X = M.

· M es cota superior de X porque , por se máximo,

= M XXEX.

· Supongamos que MoEIR es otra cota superior de X,

pero menor que M.M. Po se cota superior ,

XPo XXEX
,

en particularMo

M = Mo

Concluimos que M es la menor cota superior de X

=> M = Sup X
.

3) sup XEX=> supX = max X.

E sup X = max X EX
, por def de max .

# Supongamos que sup XEX
.

Entonces
, sup Xe

un elemento de X que cumple que X[supXXxeX,

que es la definición de máximosup X = max X
.

El



Prop Sea XEIR
,

X #0.

1) Si existe
, inf X es único

.

2) Si X tiene minimo, entonces también tiene

infino y ,
de hecho

, inf X = min X
.

3) infX = X ( in X = min X.

LEM : Análoga a la anterior
.

AXiOMA DE COMPLETITUD O DEL SUPREMO

Axioma (de completitud o del supremo en IR)
.

Sea XEIR
,
XF0.

Si X está acotado superiormente, entonces tiene supremo.

& Es un axioma de construcción de IR
,

no una proposición
&

deducible de otros axiomas.

Erop (del infino en 1R) Sea XER
,

XF0. Si X está acotado

inferiormente,
entonces tiene infiro.

DEM
=

Definimos el conjunto X son los elems de X, pero
↓ cambiados de signo.

x = 2 -x:xt x)

como X #* -> X #0.

X acotado inferiormente -> FxotIR con xo XXEX.

· (-1)
=> (-xd3fxeX

Xi
=> (-x)3x fxe X

=> X es un subcouj .

de 1R acotado superiamente
1x

. Compl .

I
=DX tiene on supremo ,

a saber s = sup X

Veamos que (-s) es infimo de X :



· s = supx => 54xfxi ex

=> s(-x) XXzX
o(-1)

=> (s) = xfxeX
Falta ver que es

la mayor cota inf. =ses cota inferior de X.

· Supongamos que hay una cota inferior mayor que-s,

a saber
, so :

- '

***Exi-soxx
=> s3 -Sol, XYxtX
-cota inf . de X
#

-so es una cota superior
de X'meno que si

i CONTRADicción!

is' es el supremo de X !

=> -s' es la mayor cota inferior de X

=> X tiene infino #

Prop IN es un subconjunto de De no acotado superiormente.

REM:

Supongamos que IN está acotado superiormente en R
Ax

. Compl.
-D IN tiene on supremo,

a saben So Eth.

Pero como so es supremo , so-1 no puede salo
,

lo

que nos dice que existe nEN con

i contradicción !
So-1 < n -D So

-
# -

A X M

IN
Sup IN IN

PROPIEDAD ARQUIMEDIANA DE IR

Lema Sea XEIR
.

Entonces existe mEIN tal que xx n
.

-

DEM . Supongamos que no : n < x FUEN
.

Pero esto nos
-

diña que IN está acotado superiormente en 1R y



no es ari (contod !) E

Teorema (Propiedad Aquimediana de R)

Para todo X
,Y EIR,

si X30 existe neI tel que

nx > y

REM : Seau X
,yER con xo

mxy() n

Pero como Y/xtIR
,

el Lema anterior nos asegure que

existe nEIN con n(Y(x = ux > y E

Corolacio Para XER
,

X1o existe neIN con XL

PR:

Por la Prop . Aquim ,
si XLO con X

, Y EIR
,

existe heIN

tal que nx > y. Tomando y = 1
,

nx(1 = XE #

* Todoli real positivo es mayor quen para algún new

(pe muy pequeño que sea el in real !!

DENSIDAD DE Q EN IR

Teorema (Densidad de Q en 1R) Dados X
, y E con <Y,

existe GEQ con

x = 9Y

*
Entre dos nos reales hay siempre un no racional

.

iPa muy cerca que está xe y !

LEM
Sear x

,y eR con y(X.

y (x =>
y - x30 = Fue IN con y-x(
~ Kordavio

A

IR de laProp
Arquimediana



Entre by y nx hay
=> n(y-x) > 1 => my -nx41 mas de una unidad

de 'distancial

=> FpEX conux <p XnY

=> xy #

A

Q

COTAS. SUPREMOS E INFIMOS : EJEMPLOS

El Hallae, si existen
,

el supremo ,
el infino ,

el máximo

y
el mínimo de los siguientes subconjuntos de (D).

a) A = 24 : neN
, n4t)

in

Obs: n31 = 1 y ,
de hecho, se da

la igualdad para n = 1
.

Esto nos dice que

0= 1

-> A está acotado superior e inferiamente
=> A tiene supremo e infino en Re.

Supremo 1 es una cota superior y además está en A
-

(para n = 1)

=> max A = 1 = Sup A = 1
.

Infimo Veamos que inf A = 0.

· O es cota inferior porque OXI
· Sup. que hay otra cota inferior XoEI mayor que 0

x

=> oxXo < para todo neIN.

Pero como XoEIR
,

Xo30 , el Cordacio de la Propiedad

Arguimediane de Re nos asegure que existe hotIN con

Xo> YO
·

i Contradicción



=> inf A = 0.

b) B = [qQ : q
+ 14

Podemos escribir B = (-a
,
z)nQ

Infin Como B no está acotado inferiormente,
no puede

haber ni infimo, ni minimo .

Supremo Veamos que sup B=2.

· Claramente, por definición de B
,

E es cota superior.

· Supongamos que hay otha cota superior ,
XoER

,
menor

que E
,

esto es

①
-

EE
Pero por la densidad de Q en IR aplicada en, sabemos

que existe goeQ con Xo
goE B

=> Xo no es cota superior de Bicontrad !

=> sup B = E
.

Además, B no tiene máximo poque si lo tuviera deberia

coincidir con el supremo y EEB pa no ser racional.

c C = GxtR : x3- x = 0)

Resolviendo la inecuación

x- x = 0 + x(x z) = 0 - (x
X = - 1

IR ⑦ ⑦ ⑦ ⑦
⑧ ⑳ ·

- 1 O 1



-> c = 1-0
,
-17050

,
17

Supremo sup C = 1 = max C

Infimo No existe por no estar C acotado inferiormente

en IT.

d)D = 4 + se)+ nx) : nen
,

n4- 13
-

#
e "Cómo funciona" esto

n sen(E + ni)

1 sen ( +r) = sen(3) = - 1

2 seu (E + 2) = sen() =

3 seu ( + 3) = Sen (3 + 2x) = -7

4 seu (E + 2. 2x) = seu (E) = 1
, 000

= seu ( +i) =j
n impar.

n par .

Además
,

O *** 1 y En es decreciente y tiende

a 0.

Distinguimos dos tipos de elementos :

- - 1 - + 1
n impac n

h n par

↓ ↓
-17 -1x004-11 - E+ 1 12

-

- Y
-

- y p

-1 O 1 2

n impar n par

En cualquier caso, Destá acotado inferiormente par -1

y superiormente por 2.

=> D tiene supremo e infino.



Supremo Lo buscamos "cerca" de los términos pares:

términos con u par

-

p y

1 2

El primer término es para n = 2 -> * + 1 = =

como 1 es decreciente,+1 también fo es
, por lo

n

que E es el mayor no real de D.

=> max D= = sup D.

Infino lo buscamos "cerca" de los téminos impares.

términos con u impar
-

I p

-1 O

Veamos que inf D = 1 :

·
- 1 es cota inferior parque -111-1 10, según hemos

visto para n impar antes.

· Supongamos que hay ota cota inferior XoEIR mayo

que -1 : &
- 1xxo = E -1EIN.

Esto es equivalente ,
sumando 1 a que

oxxo + 1 =E FUEN
m

↓ corolacio de la Prop. Arquimediana

Existe hotIN con 1XXo+1-Yo iContra
No

Hay al menos un no natural para e
que se cumple esto

=>
Xo no es cota inferior

=> inf D = -1
.

Además
,

D no tiene minimo
, paque si lo tuviera

,
deberia

see-1
, por lo que para algón n impar,



-1 = -1 - E =0ble.


