
ESPACIOSVECTORIALES

MOTiVACIÓN

Cuando trabajamos con vectores en 1 o en IR3,

utilizamos dos operaciones : FORMA GEOMETRICA

AY YA

Y1+y2 & I ⑭ XX
y
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&y 42
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X

* = (x1 ,yz) y = (x2 ,yz) *= (x1
,
X2)

,
XElRo.

Para soman : Para multiplicar por X :

*+= (x1 + x2 , yz+yz) xx= (xx
, XXz)

E Forma ALGEBRAICA

La Idea de lo que en un espaciovectorial es

un conjunto (como 4 en el que hay definidas

dos opeaciones : Suma de elew's del conjunto y
mu

Producto de elementos del conjunto por un escalar
-

Es important A
-e

donde "vive" el escalar.

Además
,

estan operaciones cumple apropiedades.

Cualquier conjunto que satisfaga esto es un espacio

vectorial
.

Veremos que los "vectores" no son solo "flechas",
sino que son todo lo que cumpla esas condiciones.



Curp o (en inglés , field) es una estructura algebraica,

definida as :

Del (Crupo) Sea un conjunto no vacio en el que hay
definidas dos operaciones : soma (t) y producto (0). Decimos

que C
,+, ) es un curpo si se cumplen:

(St(X + y) + z = x + (y + z) fx
,y,
zk (Asociativa

(S2) Existe OEK con x + 0 = x = 0 + xfxtk (Elem ·
neutral

(53) Dado xek ,
existe yek con

X + y = 0 = y + x (Elem
· opuesto "y = -X"

(S4) x + y = y + x fx
,yk (Conmutatival

(P1) (x . y) + z = X . (y . z) Yx
,y,

ztk (Asociativa

(P2) Existe 1EK con x : 1 = X = 10x Ext (Etem neutro)

(P3) Dado XEK
,

existe yek con Excepto para el-
11

-11
X . y = 1 = y X (Elem . inverso y

= X

(PD) xy = y x EX
,y (Conmutatival

(D) #x
,y,

zEK se dan las distributiva

X . (y + z) = x -y + xz(y+ z) . x = y - x + z .X.

El ¿ Son cupos ...?

a) IN-403.

Plaramente N-S0h no tiene elem
.

neutro ac lo

suma, que es el 0.



b) I

La surra cumple todas las propiedades
El producto es asociativo

, hay un neutro (1.n =n),

es conmutativo pero ...
¿ todos los enteros tienen inverso

multiplicativo? Por ejemplo, si tomamos x=2 -I,

buscamos y el con XY = 1
, pero :

hy = 1 =
y=* = 2 no tiene inverso

=> X es on curpo.

c) Q

En Q se "arregla" este problema poque dado EQ,

=1
,

siempre que PEO.

Las demás condiciones si se dan Q es un cuapo.

d) 1 y
&

En ambos se dan todas las condiciones
,

así que

Re
y & son cuerpos.

Obs: Los crapos son estudios
muy usadas en Matemáticas

poque tienen may
buena estructure de forma natural. De

hecho
, son la base del Álgeba Limal.



ESPACIOS VECTORIALES

Del (K-espacio vectorial
,

Kev
.
) Un espacio vectorial

,
V,

sobre uncupo K (K-ev) es un conjunto V
, cuyos

elementos se llaman vectores ,
en el que hay dos operaciones:

· Tomade vectore V +w Yv
,
wev Cuerpo de

↓
·Productopor escalares X.V FvEV

y
FX-K escalares

CQ, P
, ...

)
Estas operaciones cumpleu :

(SV1) v +wEV
,

VvweV (Internal

(SV2) (v + w) + z = v + (w +z) (vw
,
zeV (Asociatival

(SV3) Existe on elemento, Oque cumple que

v + 0 = v FvEV (Neutro) Vector "cero" o

"nulo"
(SV4) Dado veV

,
existe v'EV tal que

v +V = 0 10puesto
(Sv5) v +w = +V Fv

,
wEV (conmutativa

(PV1) Para el 1EK
,

se tiene que 1. V = v FreV

(PV2) Dados X
,MEK y VEV ,

(xy) . v = x . (u -v)
Producto de dos i ↑ Producto de un escolar
escalares en K

y
por un vector

.

(PV3) Dado XEK y v
,
Wev

X . (v +w) = Xv + xw

(PV) Dados X
,MEK y

ver

(x +u)v = xv + MV

(PV5) Para XEK
,

veV
,

XEV



Son K-e
.V'Sood

↓

E Son DCuerpo de escalas

- ↓
K

a) REh(x1
, X2) : XiERh con las operaciones:

·ma : (x1 , x2) + (+= , yz) = (x1 + y = , X2 + yz)

·Pupor escalar : x . (x1 , x2) = (xx1 , XXz)
,

XER.

Para comprobar que R es un Rev. Lo espacio

vectorial reall hay que ver que se cumplen todas tas

propiedades.

(Sv1) Dados (x1 , x2) , (y1 ,yz) EIRE,

(x1 , x) + (y= ,yz) = (x1+ yz , X2 + yz) -1

(Sva) Dados (x1 , x2)
, (y1 , y2) , (2 , 22) E,

[(x1 , x2) + (yn , yz)] + (z
, zz) = (x1+ yz , xy + yz) + (z

,
z)

= ([xy + y=] + zz)[x2 + y2] + 22)
Asociativa
en Ro = (+ [yz + z] ,+ [ystE2])

= (xy , x2) + (yz + 21 , yz + z2)

= (x1 , x2) + [(yz , yz) + (27 , 22)] .

(SV3) El neutro es 10,0) EIR

(x1 , x2) + 10
,
0) = (xy+0

, x+0) = (x1 , x2)

(SV4) Dado (x1 , X2) ER
, su opuesto es (-x1 ,

-*) -I:

(x1 , x2) + ( -xx ,
- x2) = (xy + (- x,) , Xz + (x2)) = 10

,0)

(Sv5) Dados (x1 . x2) , (y1 ,
Y2) ER?

(x1 , Xz) + (ye ,y2) = (x1 + y1 , Xz+yz)
T

Conmutativa = (yn + xn , yz + xz)
en IR

= (yn , yz) + (x1
,
Xz)



(PV5) Dado (x , X2) ER2
, XER

x(x , +2) =(xy
, xx) E

(PV1)1 . (x1 , x2) = (1 -x1 ,
1 .x2) = (x1

, x2)v

(PV2) Dados X
,MEIR y (x , x2) -R

(xu) . (x , x2) = ((u)xy , (xm)x2)
Asociativa del -= (X . (ux,) ,

x - (ux2)
producto en 1R = 1 . (Mx , Mx2)

= x . (u . (x1
, X2)) .

(PV3) Dado XEIR
y (x · X2) , (yn · ya) ER

X . ((x
, x2) + (yz ,

yz)) = x . (x1 + y ryx2 +yz)
- --

= (xym + y1) ,
x . (x2+ yz)

Distributiva en ID 5
= (xx1 +xyz , XXz +xyz)

= (Xx1
, Xxz) + (xyn ,xyz)

= x(x1 , x2) + X(yn , yz)
(PV) Dados &MEIR , (x1

,
X2) ER:

& && &(x +u) . (xy , x) = [(x +u)Xz ,
(x +u)xz)

-

E(xx1 + MXy , xxx +uxz)
Distrib

.
en IR

= (xxy , xxz) + (uxy , ux2)
= X(x1

,
x2) + u(x1 ,

+2) v

Esto demuestre que
IRP es on -e

.V.



Son R-e
.
V'S... in
- Xk

b) RE ((X1 , _.
Xn) : XiER) con las operaciones

· (x11 --
Xn) + (y1 , - ,yn) = (x1+ ya , - ,

xn + yz)

· X . (x1
1- ,

xn) = (xx11 -
,
4x) para XEIR.

Se comprueban las propiedades como para R

& K ⑮ K

( : XijE1]Men
con codicientes reales

· (*+= (y
+ Ym - XY(- I

Xm1 +Yme - Xmnt Your

(· x .()=Se
K

d ↓ k

1) R[x] = [anx" + an-X
*

+...+X + 20 : GiEIR
, neN
-

↑
↑

Polinomios con coeficienteende gradobitrario
· Para sumar polinomios, se suman los coeficients

correspondientes al mismo gado
(5x3 + 2x - x +1) + (3x2 x +5) = 5x3 +5x2- 2x + 6

· Para meplian por un vio real
, se multiplican todos los

coeficientes

3 . (2x2 - x + 6) = 6x2 - 3x + 18



e) Funciones definidas en [0, 1) con cary de llegadaRi

K K

50, [ f: [0
,
11: 9 función

· Some f(x) = seux = g(x) = cosx

(f+g)(x) = senx + cosx = f(x) +g(x)
·Producto En general,

(2f)(x) = 2 . sux = 2. f(x) (xf)(x) =x - f(x)y

X de elementos de K

-

f) Sucesiones reales(1,
0

,
0

,
1

,
7

,
0

,
0

,
1

,
7

1 7
,

000

S = G(xn) men : XiEIR] (1
,
-1

,
1

,
-7

,
7,1 ,

00)
-

I
K (1,,,, 000

· Sume
- (xn) + (yn) = (xn +yn)- se soma termino a

término
Xk

·Producto ParaETh,
-

X . (xn) = (xxn)
Se multiplica cada termino

por 1.

5 iEs como una "generalización" de D

El Todos los ejemplos anteriors se pueden generalizar
si en lugar de Re usamos on crepo K cualquiere

#
&Pensar en Qoen K.

Q ¿ Cómo se demuestra que algowo es un K-e
.
v?

Basta encontrar una propiedad que no se cumpla.



= ason Re.w's ?

a) Ru[x] = [anx + anyx
**

+...+ AX + &0 ,
GiER

,
n31 fijo]

La suma de elementos debe see interva (SV1)
, pero...

x + 3x + 1 CR2[x] y
-x +5x - 4ER2[x]

Sin embargo, al sumar ,

(x+ 3x + 1) +((+5x =4) = 8x = 3(12[x]
w

=> Ru[x] no es on R-e.V.

b) <9 : 50
.
11 - 12 : f(0) = 1)

Si fuea un Rev
.

tendia que haben una función
-

"cero"
, que al sumarla a cualquier otra

,
de la ota,

-

fo

(f + fo)(x) = f(x) + fo(x) = f(x)

Pero si se cumple que folo =1
,

tendríamos

(f + fd)(0) = f(0) + fo(d = 1 +1 = 2k
-

* Esta función no está en el conjunto Paquedebena
=> No hay "función cero".

=> No es on R-e.V.



COMBINACIONES LINEALES

Ref (Combinación lineal) Sea V on K-ev
. y sea SEV on

subconjunto no vacio de vectores. Dado un vector VEV,

decimos que Ves combinación lival de elementos de S
,

si

existe on no finito de vectores Us,-, UnES y escolares

X1 1 - , XnEk tales que

V = 1141 + - + XnUn

As: El vector OEV siempre es comb .
Lin

.
de cualquier

couj. finito de vectores. Basta tomar 11=...= Xn= 0-

E En RP
, como Rev

.,
consideramos los vectores :

un = (1,
2

, 1); uz= (2
,
0

,

-3); uz= (0
,
2

,3) ; Un=-2
,

- 4
,-2)

u5 = (- 3
,
8

,
16

¿ Es v = (2
,
6
,8) comb

.
livea de S= 11 , -,

454 ?

En caso afirmativo,
des única ?

Buscamos si existen 111- , 15 ElR con

v = Muy +
...

+ 1545

(2,
6

,8) =x1,
2

, 1) +x0-3)+2
,3) 4,

-2)+3
,
8

, 16)
-

12
,
6

,8)=+ 2xy - 2x4 - 3x5
,

2x,
+ 2xz - 4x4 +8x5,

444 -

, x1- 3x2 +3x3 - 2x4 + 16x5)
-

Igualando coordenadas
,

x1+ 2x2 - 2x4 - 3x5 = 2 Es on sist
.

lineal de

& 2x1 +2x3-4x4 +8x5 = 6 3 ecs con 5 icógnitan
X1- 3x2+ 3x3 - 2x + 16x5 = 8 (x1, -,

x5)
.



Resolviendo el sistema (por el método de Gauss) Llegamos

a que es compatible indeterminado con solución :

x1 = 2x4 - X5 - 4 ↑ Como el sist
. es compatible,

E Xz = 2x5 + 3

6

v es comb
.

Lin
.

de elem's

Xz = -3x5 +7 de S

Para encontar comb
.

Lin
.

concretas
,

dames valores a los

parámetros < y 15. Por ejemplo:

· X4= X5 = 0 = 11= -4 ; Xz = 3; x3 = 7

v = - 441 + 3uz +Luz +044 +045

· x4 = 0
,

x5 = 1 => X1 = -5jx2 = 5; Xz = 4

v = - 541 + 5uz + 44z +044 + 45 .

La comb
.

liv. de es inica
.

= EnRIx] como IR-eV.

Consideramos :

Ph(x) = x3- 2x2- 5x -3j pa(x) = x3- 5x- 4x - 9

d Es el polinomio q(x)= 2x3-2x* + 124-6 com .
biu

.
de

S= 2 pa(x) , pa(x)) ?

Buscamos 11 , Xz ElR tales que

q(x) = x1-pz(x) + x2pz(x) .

- -- -
2x3-2x + 12x - 6 = x1(x3- 2x2-5x -3) + x2(x3-5x2- 4x-a)

3- -

2x- 2x3 + 12x -6 = (x1+x2)x + (=2x -EXz)x
5 E 3 3 -> >

+ (-5x1 -4x2)x + (-341-ax2)
T ->



Igualamos coeficientes :

x1 +x2 = 2 Es un sist
.
Sin

.
de 4 ecuaciones

E - 2x1-5xz = -2 y 2 incógnitas (x1 , X2)

-5x1- 4X2 = 12

-3x1-9x2 = -6

Si resolvemos este sistema
, llegamos a que es incompatible.

Esto nos dive que no existen 1 . 12 E de modo que

q(x)= x=pz(x) +x2P2(x),

es decir
, q(x) es comb

. liu de S = (p1(x), pa(X4.

E En M2CIR] como De .U. Consideramos

m = (_) m=(2) m = (2)
des la matriz i = (3) comb

.
liu de S=M1

, Mc . Ma4?

Buscamos 11 , X2
, X3ER con

M = x=Mz +12Mz + XzMz

( -3)=)+)+
X1+ X3()=D)( -X2
T -

Igualando elementos,

S
X1

↳

+ x3 = 1 Es on Sist
. Liv .

do 4 ecuacious

x+x2 = 1 con 3 incógnitar (x1
,
12 ,3)

-I
= 1

-X1 + Xz = -3



Si lo resolvemos
, llegamos a que es un sistema

-

compatible determinado cuya solución es

-

X1 = 2; x2 = - 1 ; 1371

Esto quiere decir que in es comb
.

ein de S=SM
,M2,M3

y se puede escribir de forma única como

-

M = 2M1 - My - Mz .

Conclusions-

· Un vector no siempre es comb
.

Lin
. de otros.

· Cuando to es
, puede ser de forma inica o no.

· Al estudian combinaciones lineales tenemos que

solversistemas lineales.
-

SISTEMAS DE GENERADORES

On Kev. V puede "construirse" a partir de unos

cuantos rectores
,

llamados generadores : cualquier vector

de v se puede expresar a través de ellos.

De (Sist . de generadores) Sea V un K-e.V. Decimos que

un conjunto no vacio de rectores
,

S = hux-- Umb EV es

on sistema de generadores de V si para cualquier VEV,

existen X11-
,

XmEK tales que

v = 1 141 + -+ XmUm .

& Cualquier VEV se puede escribir como combinación

lineal de U1 1 -, Um .



E En R
,

estudian si

S= L (1
,
0

,
0

,

- 1)
,
(1

,
1

,
0

, 0)
,
(0

,
17 , 0)

,
(0

,0 ,
1

, 1)}

es un sistema de generadores.

Tomamos VER
*

arbitrario, a saber
,

v = (x
, y,

z
,
t) con

X,y ,
Z

, tElR
.

Buscamos 11 ,- , 14 EIR tales que

(x
,y,

z, t) = X=(1,0,
0

,
- 1) + x2(1 ,

1
,
0

,
0) +x3(0,

1
,
1

,0) +x4)0
.
0

,
1

,1)
.

Haciendo cuentas a la derecha e igualando condenadas,

Llegamos a que dibe danse que :

d=
+Xz = X Es un sist

.
liu

. con

E x2 + x3 = 4 ecs y 4 incógnitas

Xz + x4 = z (x1
, - ,

xx)

- X1 + 14 = t

-Estos son números concretos.

Para queS sea un sist
.

de generadores ,
el sist . Lim.

anterior debe see compatible para cualesquiera valores de

X
, y,

z
,

t. Resolvamos el sist por el método de Gauss :

① =

00(
110 8 X

↓
0110 ① 1 8 Y

f = f4 - 22
D

0 01 I a 0 ↓011 Z

- 1001t O 101 t + x

1 1 00 (4 = fx+ 1 1 18 E

8= Y 8 1 = 0 I
⑧ Z E E 11z(

↓ ( (im8 ⑧ - 10 t+ x -

y 0001 ++ x -y +z

rang A = 4 = rang
* TRF El Sist

.
es compatible

-> Ses un sist .
de gen de D



Resolvamos el sistema :

(1 + Xz = X (I)

I X2 +13 = Y /E)

13+14 = z [π)

x4 = x -y +z + t(E)

(1) + Xz + x-y + z +t = z - Xz =x +
y -t

(1) -> Xz -X +yt = y
- Xz =

x + t

(2) + X1 + x +t = x -> y = -t

Hallar la forma de escribir v = (0
,

1
,

2
,
-1) E como

comb
.

liv
.

de los vectores del Sist
. de generadores S

Sabemos que
v =

y4
+

x24z
+ 1343+

X4t
Buscamos losdi para v = (0

,
7

,
2

.
-1) pero...

ihemos resuelto el sist
.

Anterior en general,

para cualesquiera X
, y, zit !

x= - t mx X1 = 1 j x2 = x+t - Xz = - 1

x3 = - x +y -t 4Xz= 2; x4 = x-y +z +t m 4 = 0

=> v = u1 - uz + 243

s: Para comprobar si un conjunto de vectores son genera-

dones :

19 Escribimos los vectores como columnas de una

matriz
.



20 La ultime columna (terminos independientes) son

2 genéricos (x
,y,

z ,
tood

3 Resolvemos el sistema por Gauss (pa ej)

· si es matible para cualesquiera valores de X
,Y,

z
,

t, ...

=> S es un sist. de generadores .

· Sino, Solo es

E En consideramos

S= ( (1
,
0

, 1)
,
(0

.
1

.
1)}

S2= ((1 ,
0

,
1)

,
(0

,
7

, 1) ,
(1 ,

1
, 0) ,

(1
,
-1

,
1)}

¿ Son sist
.

de generadores de RB ?

E Utilizamos el método que dedujimes en el ejemplo

anterios:

(17( O 1 2-X (
Si 2 = 1

,
X =0

, y
= 0, z -x -y = 1

Ruf
=>

rang A= 2
, rang A

*
= 3 =) Sist

. Incompat
Como heros encontrado un caso en que el sist. no

es compatible para ciertos valores de X
,y ,

z
, Se es un

sist
. de generadores de R

8 1 1 X#( - 1 Y (( * = 1

-10 z -X

137rag Sist . compit



* Y
*
yz

Escribir v = (2
,
-1

, 1) EIR3 como comb. liu
.

de elementos de Sz
.

Resolvemos el sistema :

X1
.

+y +x4 = 2 (F)

S 12 +13 - x4 = -1(I)

- 2xz +14 = 0 [π]

La sol
. depende de 13

(π) -> x4 = 2x3 =

No hay una

(1) -> 12 + 13 -2x3 =1 = x2 = -1 +43
fora única de

(2) -> X1 +xy + 2x3 = 2 - x1 = 2 - 343
escibir V.

· Para 13 =0, x4 =0; xz = - 1 ; x1= 2

+(= 241 -uz

· Para 13= 1
, x4 = 2 ; x2 = 0; Xz = - 1

--> V = - 41 +uz + 244

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Dependencia lineal : idea
3 + 2 = w

z
->

* I
w

->A

V +
m

⑬ ⑨ ↑
->

I 311
-

->

Come podemos power w como comb .
Ein

.
de y,

decimos que Gu, , wh sonrealmente dependients

Esto es equivalente a que podemos escribir
-

T como comb.
liu

.

de, sin que todos los
-

-reficientessear 0.



# (Dependencia lineal) Sea V on K-e
.
V

. y sea

SEV (podría ser infinito !) .
Decimos que S es un

conjunto livealmente dependiente si podemos encontrar

un i finito de elementos de S
,

a sabe
, un-iUmES,

y escalares 11 , -,
XmEK tales que podemos escribir

X1(1 + ... + xmUm = 0

con algún 10 algonos) di #0.

E En M2x3(R), como IR-eu
. consideramos :

s = 4(5),
(2)

,

(3)

d Es S linealmente dependiente?

Buscamos X1 ,
12 , Xz ER tales que

↑()+ x(z -2) + 13(2)= (00
Operamos e igulamos entadas :

&
X1 - 3x2 - 2x3 = 8

E
- 4x1 + 6x2 - x3 = 0

-3x
,

+7x2 + 3x3 = 0 -2x2 - 313= 0

2x1 + 4x2 + 11xz = 0 5x1 - 7x2 + 2x3 = 0

Resolviendo este sistema de 6 es con b incóg,

llegamos a :

E x = - E 13

12=
Si x3= 2 - 11= -5; x2 = -3 y

tenemos una

solución no trivial (al menos).
↑



↓
Notodos los li son 0

=> S es linealmente dependiente.

De hecho,

-5(3)= 3)- a) + 2(23)=(8

Del (Independencia lineal) Sea v on K-e
.v . y sea

S & V. Decimos que S es un conjunto livealmente

independiente si para cualquier subconjunto finito
de vectores de S

,
a saber

,
U1 , -,

um ES
,

se tiene

que

X141 + -+ 1mum = 0 = x =... = xm + 0

↑ La línica forma de escribir o como comb.

lin. de 41 , - ,
um es con los dis todos cero.

Lema Si [u- Um1 c Umb es bin indeps entonces

Su-

, Umah también lo es

DEM
-

· Si m= 1
,

241] es siempre linealmente indep,

porque 41+0

X= 0 = 11 = 0v

Cualquier subconjunto con un solo vector no nulo es

siemprelin.
indep.

· Si mc1
,

sea huf , -Um-1 ,
Umh liv

. indep ,
to

que quiere decir que



X1(1 + - ..
+ xm- 4m-

+ 1mum = 0 = 11 =... = xm-
= xm = 0

Sup . que (111 - Um-14 es liu
. dep,

esto es
, que

existen M11-- Mm-zEK no todos nulos tales que

MaUz + ...
+ Mm-1 Um - 1

= 0

Pero esto nos diría que

MU1 +... +Mm-14m- + 0 . um= 0

con no todos loshi nulos icontrad !
5

=> bus ,..., Um-1 ,
umb sera liv

. dep. E

Cordavio Si V es un li-e.v. y
SEV es un conjunto

finito ,
S =h,

amh
, para saben si S es lin

.

indep
,

banta resolver

x141+... + xmUm = 0

· Si la vinica sol
. es M=.. - = m=0 = S lin

. indep
· Si no, S lin

. dep.

E En R
,

como Rev
,

decidir si son lin dep o

lin indep :
- 3 vectores

a) =hd.d0,3
Tomamos 11 , X2

, Xz Ru :

x (1
,
0

,
0

,
0) + x(0,

1
,
0

, 0) + 13 . (0
,
0

.
0.1) = (0

,
0

,
0

,
0)

Operando e ignalando componentes :

X1 = 8

! = 0 = m = 1= 13=0indep
↑



Obs: Si resolvemos por Gauss :

⑭Sist. compt a

rang 3 x

b)=h0, 0)
,
(1

,
1

,
0

, 0)
,

(1
,
17

, 0) ,
(1

,
1

,
7

, 7. 4
4 vectores ->

X (1
,0, 0,

0) +x2(1,
1

,
0

,
0) +13(1 ,

1
,
1

,
8) + xx . (1, 1

.
1

,
1) = 10,0, 0, 0

bs :X1 +x2 +x3 +x4 =0/F) 8

x2 + 13 + x4 = 0(π)
- E x3+ x4 = 0 (1)
-

x4 =0() raugAFran
(111) -+ X3=0

①[t) -> 12=0 => S2 linindep
(1) -> 1 =0

x5 vectores

S3 = 4 (1
,
0

,
0

,
0

,
(1

,
1

,
0

,
0)

,
(7

,
1

,
1

,
0

,
(1

,
1

, 7
, 7)

,
(1

,
0

,
1

, 0}
-

x1 (1 ,
0

,
0
,
0) + x2(1 ,

1
,
0

,
0) +x3(1,

1
,
1

,0)+ x4(1,
1

,
1

, 1) + x5(1,0,
7

, 0) = 10,010, 0)

& ↓ rango 5

x +x2 + xy + x4 +x5 =0/1)

x2 + 13 +x4 =0(t)↳ Xz+x4 + 15 =0(i)
=>

X4 = 0([V) Tang A F 4 Frang A
*

no incog = 5

SE) X4=0 #RF

(1)Xz +15 =0 + x3 = -x5 Sist. Compat Indet
-

-

(1)x2 + (-y5) = 0 + x2 = 15

(1) x1 + x5 + (45) + o + x5 =0 - x= -x5



Solucion
-

x= -x5 j 12 = x5 ; 13 = -x5 ; X =0

=in
. dep

-

: ¿Qué relación hay entre la dependencia lineal

y las matrices escalonadas ?
*

como todos los sistemas son homogéneos, van

a see compatibles. 27

· Si son determinados Rang A = Novect
. de S SinindE-

· Si son indeterminados Rang #No vect
. des Sin. dep

⑦
La matriz de coeficientes está formada por los

E vectores de S por columnas.
1

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA : EJEMPLOS

Consideramos, en IR[X]
,

como IR-e. U. el siguiente

conjunto : 12 +1 10 -
1 11

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

s = (x3 + 2x2 - x + 1
,

- x + x + 1
,
- x3-x+ x - 1

,
2x +x + x + 23

d Es S liu
. dep . O indep ?

Buscamos X1- X4ER tales que

xx(y
3

+ 2x- x + 1) + x2(- x + x + 1) +xz)-x-x+ x- z)ox
+ 0x+ 0x +0- - E-

+ x(2x3 +x2 + x +2) = 044
--

Operando y agrupando por grado,

3+ 2xx)x3 + (2x1 -x2 - 13 +xxx
-

+ (-x1 + x2 +x3 + x4)x + (x1 +42 -x3+ 2x4) = 0



Igualando coeficients : Al hacer Gauss
,

no va a

cambian !
X1 -x3 +24 = 0

↓

Gauss

E 2x1- x2-x3 + 14 = 0

->ud

- 11 +x2 +13 +14 = 0

x1 + x2 -x3 + 2x4 = 0
4

i La matriz de coef .
son los coef

Usamos el algoritmo del de cada polivamio por

video anterior... columnas !

un 3)agePolinos
se en

(

= Consideramos
,

en M2(R), como Rev
, el conj.

-= [ ()
.
()

.
(8)}

¿Es S un couj . liu . indep .
o dep?

F) =(

x + 12 + 2x3 = 0

E x2 + x3 = 0

-(
0 = 0

g
x1 + 13 =

0

la
A =Q

No elems de =
8 00

=> S es lin
.

dep.



-
IR

,
Q

,
K ...

E Sea un cuerpo. Definimos, en
", como

-L m

-e
.
U

.,
los vectores canónicos o estándar :

IR

en= (1
,
0

, ...,
0

ei son todo veros
,

salvo

es= (0
,
1

, ...,
d

·
un 1 en la posición i

en= (0
,
0

, 000 ,
1)

Demostrar quees, e2 , ...,
enh es un conj ·

Sin
. indep.

como son vectores
,

basta ponerlos par columnas y

hallar el rango de la matiz.

&. rang In= n = No de vectores.I
00 - ..

=> Les , _, enl es lin indep.
ihizidentidad
de Orden n (In)

# Sea V un K-ev
. y Sean U

,
VEV con UEV y

ninguno de ellos nulo. Demosten que :

24
,
01 es lin

. dep E 2 es múltiplo de v o viceversa
.

E si zu ,
v) es lin

. dep ,
existen 1,zEk

,
no

ambos nulos con sup . que X1 50.
K

↓
al +x2V = 0 -u = =2 u=

Esto nos dice que l es múltiplo de v
.

Si X2 #0, se hace análogamente ~

# Sup . que se es múltiplo de vi

u = xv -u- 1v =0 es una comb
.
liu de u y v

↑ XEk
no tricial ignal a 0



=> hu
,
vk lin

.

dep~

ASEBase) Sea Vunk-ev
.

Decimos que BEV es una

base de V si es un conjunto generador y lin.
indep.

- Algoritmo para saber si un conjunto es una base-

sea BEV un subconjunto finito y no vacio de V,

B= 247 , -,
umh

1: Poner 11 , -, um como columnas de una matriz A

2: Escribir la columna de terminos indep's genérica.

(eMatriz A
*

↓ (
MatrizA

38 Blin indep>
rang A = mx

no de rectores de B

4 B generadores / rang
A =

rang
A

para cualesquiera

valores de X11-, X.

E Decidir si los siguientes subconjuntos de in" son bases:

Si = ((1
,

1
,
0

,
0

,
(1

,
0

,
1

,
0)

,
(1

,
0

,
0

,
1))

I
1 11X

( GAusS ( 00 - 1

1·
* ⑧ 00

·

rang A = 3 = vide rectores en S1 = Sz lin indep
· Para X = 0 , y = 0

,
z =0, t= 1

, rang A rang
*

E Se no gen x

=> S1 es base.



S2 = ((1
,

1
,
0
, 0)

,
(1

,
0
,
1

,
0 ,

(1 ,
0

,
0

, 1) ,
(1

, 0,
0 , 0 ,

(1
,
1

,
1

, 4))

1(
1 1 11 1 X

( - x +y·00 00 -12 - x+y

· rangA = 4
, pero S2 tiene 5 vectores S2 liv indep X

· rangA = 4 = rang A
*

para cualesquiera valores de X
,y,

zit

=> Sz sist . generadores

=> S2 es base

S3 = 2 (1
,
0

,
0

,
0)

,
(1

,
0

,
1

. 0)
,
(2

,
1

,
7

,
0)

1 1 2X GAUSS

( 8 I~o
·

rang A = 2 y S3 tiene 3 vectores = Sz no es lin
. indep X

· Para X = y
=0

,
z = t = 1

, rang AFrang A*Sz0 genera y

=> Sz no es base

S4 = ((1
,
1

,
0

,
0)

,
(7

,
0

,
1

,
0)

,
(1

,
0

,
0

, 1)
.

(1
,
0

,
004

- 11 X GAUSS o - xy00 18 0 -1 - 1( 0 108Imt
8 010 ⑳ 00 -1 -x + y

· rang A = 4 = novect
. de Sp S lin imdepr

· vang A =

rang # siempre => S4 sist. generadores

=es base de D



# Bases canónicar o estándar
.

Los siguientes conjuntos se llaman bases camónicas o

estándar de sus respectivos espacios rectorials :

· En ⑫tufinimos
En general, k" para K merpo

E = (1
,
0

, -,0) ; ez = (0
,
1

,
-, 0) , -, en = (0

.
0

, - , 1)

El couj ·
B = hez , -,

ent es base de IR

· En Mmxn( eficimos
En general K

, para cupo.

Eij = Matriz con todo cos
,

salvo eij =1

El caj B = LEijtMmxn() : 1 (i = m
, 1 (j = n)

es base de Mmxn(i) Polinarios de

grado menor o

X igual que n

· En [x1 = Lanx+...+X +ao : GiEiRh,

el conjuntoB = 4 1
,
x

,
X2
,...,

xh es base.

En general ,
Kn[x] para l cuapo

· En De],
el conjunto de todos los polinomios con

coeficients) en te
,

el conjunto S
iha base tiene

En general , B = 41 ,
x

,
x

2

,
x
3

, 0003 infinitos elementos !
k[X]

es base

- Propiedad fundamental de una base-

Teorema Sea V un K-ev y B = 4 U1 , - , Um4
-

frEV existen x1-menicos

B base de V =>

tales que V = 11hz+ -*mUm
.



REM:

Dado OEV, por hipótesis ,
la vinica forma de

escribirlo como

x (1+ - + xmim = 0 es con x1=... + xm = 0

Esto nos da la independencia lineal.

Además como VEV se puede escribir como comb
. Lin.

de 17 , -, Um ,
esto nos dice que es un sist-de generadores

=> B es base de V

E sea veV. Como B es un sist
. de generadores,

podemos escribirlo seguo como

x+4 + + xmUm = v

Falta ver que 11 , -,
/m son únicos

,
así que supongamos

que ~se puede escribir de dos formas :

x (y ++ xmbm = v = (y( + - + MmUm

=> (x1-M)uz +
-

+ (xm-m) um = 0

Pero como B = (42 ,- ,
umi son liv

. indep,
necesariamente

x-

M1
= 0 x1=

Ma↳um
=o

& ·
=>

xm= um .

#

Re (Coordenadas) sea V on K-e .v. y B=bu --,
umh

una base de V. Dado VEV, sabemos que podemos

escribir
v = x142 + -+ xmUm

de forma única
.

Los escalares 11 , - ,m
Se llaman



coordenadas de~ en la base B y se escribe :

v = (x11 -, xm)

BASES Y COORDENADAS : ELTEMPLOS

# En IRP
,

a) Demostrar que los siguientes conjuntos son bases :

Bo = h (1
,
0

,
0

, 0)
,

(0
,
1

, 00
,
10.0

,
1

,
0)

,
10,0,0,

1)

B = 4 (1
,
0

.
0

, 0 ,
(1

,
7

,
0,

0)
,
(1

,
1

,
1

,
0)

,
(1

,
7

,
1

,
14

El couj . Bo es
,

de hecho, la base canónica.

Para B,

A = 4 = Novect => B lin
. indepLa= rang A

*

siempre - B sist generad.

=> B es base de R*.

b) Hallar las coordenadas de V = (1
,
-1

,
0

, 2) en

Bo y en B
.

(1
,
-1

,
0

, 2) =x7 (7,0,
0,
0 + x2(0,

1
, 0

,
0) + 13(0.0,

1
, 0) + x4(0 , 0. 0 , 1)

= (x7
, x2 , x3 , x4)

=> x1 = 1; /y = -1
, x3= 0

, X4 = 2

Los vectores
,

si no nos

/ dicen to contacio
,

se

v = (1
,
- 1

,
0

,
2)

Bo expresan en la base

estandar

-A -E
(1

,
- 7

,
0

, 2) = x,1
,
0,0,0) + 1(z

,
1

,
0

,0) + xy(1,
7

,
1

,0) +x4(1,
7

,
7

, 1

= (xz +x2+xy +x4
/

x2+ x3 + x4 , x3 + xx ,
x4)

Igualando componentes,



x1 +x2 +xy+ x4 = 1

11 T

S x2 + x3 + x4 = -1 (1 -(- 00 1 1 O

x+ 14 = 0 * 001 2

- a vector v

14 = 2 Vectores por
columnas

Resolviendo -X1= 2; Xz= -1, Xz=2; x4 = 2
.

= v = (2
,

- 1
,

-2
, 2)B

:

1- Un espacio vectorial no tiene una inica base.

2- Los rectores se dan en la base estándar po

defecto.

3- Un mismovector tiene coordenados distintas en

diferentes bases.

4- Las bases son como "sistemas de referencia".

# En Rz[x] ,

a) Demostrar que los siguientes conjuntos son bases:

Bo = (1 ,
x

,
x2

, x3)

B =(1
,

1 + x
,

1+ x2
,

1+ x3)

El conj .
Bo es ,

de hecho, la base canónica.

Para B,

avector linindSe a

=> B es base de Rz[x].



b) Hallar las coordenadas de p(x) = 2+X-X2 + X3 en las

bases Bo y B.

2+ x - x
=

+ x3 = x . 1 + x2 - x +x3 . x3+ xx . x3

=> x= 2; x2 = 1 j Xz = - 1; X4 = 1
.

p(x) = (24
,
-1

,
1)

Bo

#22+ x- x
*

+ x3 = x2 . k + x2 . (1+ x) + x3(1+12) + x4(n+x3)

= (xy+x2 +x3+ x4) . 1 + xxx + x3x2 + x4x3
-

Igualando coeficientes ,

x+ xy + x3 +x4 = 2

X2 = 1

-

> 11S 512
==1

I (00 1 0 -1

:

0
Coef . de p(x)X4 = 1 Coef -

de los

polinomios por
columnas

Resolviendo
, X1= 1; Xz = 1, Xz=1, x471.

p(x) = (t
,
1

,

-1
, 1)B

ESPACIOS VECTORIALES FINITAMENTE GENERADOS

Ref (Espacio finitamente generado) Sea Vun K-e.v. Decimos

que es finitamente generado si existe un subconjuntoSav

finito que es generado de V.

E
· si V = 401 es f. g. porque S = 40h es un couj .

de gen.

También lo es
, por convenio

,
S =0.



Los Rev'S R
,

Mmxn() o An[x] son

finitamente generados

Ejetivo: Probar que todos los espacios vectoriales finita-

mente generados tienen una base finita , aprender a

encontrar bases y
estudian que candinal tienen.

Lema Sea V un Kev
. y sea SEV on conjunto finito

-

de vectores linealmente independientes, pero que no

generen V
,

a saben,

S = h
, - ,

Mich.

Entonces
, podemos encontrar vEV tal que

s = Su hu)

sea linealmente independiente.

DEM : Supongamos que
FrEV

,
S = Subul no es

-

livealmente independiente. Existen entonces 11-*,**

no todos cero tales que &⑦ x(1 +-+ xkuk + Xv = 0
.

Necesariamente XFO, poque si lo funa ,
tendíamos

i Todos serian

x1uy ++ xxuk =0=
-

= xk=0 cero!

↑
Indep.

Lim
.

de S

Pero en este caso, despejando de Q

xv = -X141 -

...

- xkuk

X+0

-> v = - 1 41 - ... - 4k

y como esto ocurre con calquier vEV
,

tendríamos que

S = ha , - ,
Uk) es un Sist

. de generadores . iCtad!



=> Necesariamente existe veV tal que

s' = sudul es lin
. indep

Lo que nos dice elLema es que dado un couj .
de

vectores lin
. indep que no sea generados , podemos añadir

oto rector lin
. indep.

E En 14
,

consideramos el conjunto
s = 2(1

,
1

,
0

,
0)

,
(0

,
0

,
1

,
1))

que es liu
. indep . y no es generador .

Añadir rectores

que asegmen que el conj ·
resultante es lin

.

indep.

Vamos probando, pues lo que buscamos es añadir

una columna de modo que el rango de la

siguiente matriz sea máximo

10 1

( 100( Mu rangh =+ Los tete

010 son tin
. indep

011

* Añadimos una columna

S = 2 (1
, 1 ,

0
,
0)

,
(0

,
0

,
1

,
1) ,

(1
,
0

,
0

, 1)}
Como s'no es generada (comprobarlo i podemos añadir

otro vector !

(
1 01

(
A = 4 -> Los 4

1 vect
. son

·00 se

lin
. indep

8 11 8

S= ((1 ,
1

,
0

,
0)

,
10

,
0

, vit s
(1

,
0 ,

0
,
1)

,
10

,
0

,
1

, 04 lin
. indep

De hecho, ahora S" sí que genera S" es una base
de 14



& Este ejemplo nos da una videa de cómo construir

bases
, pero hay detalles que debemos analizar :

· ¿ Siempre podemos añadir vectores hasta "completar"

una base ?

· ¿ Qué ocurre si el conjunto original ,
S

,
si es un

sistema de generadores?

ta2 Sea Von K-ev. y SEV un subconjunto finito

de generadores de V. Supongamos que SES ,

S = hu1 1 - ,
um)

es linealmente independiente, pero no generada. Entonces,

existe ve
,
S tal que

s'uhv) es lin
. indep

↑ Podemos elegir un nuevo vector liu . indep . de los

que ya tenemos en S de ente los que quedan en S.

y Esto es falso,
LEM: Supongamos que en S

,
no existe un v que sea

tin . indep .
de los 42-ium que ya tenemos en S,

esto es
,

s'uhvl es lin
. dep . para cualquier veS :

O*
X41 +

-
+ 1mUm + Xv = 0

,
con 11-,Xm ,

XEk

⑪
no todos nulos. De hecho

,
170, pues si lo fuera

tendríamos

X1k2 +-+ 1mUm = 0 = ( =
-

= xm = 0

por independencia de S = Sus ,-,
um)

,
lo cual nos

diria que Svbuh serían fin
. indep y no lo es



* = Xv = -11 ---mom

= v=+-+ umum .

Como esto ocurre con todos los VES
, a saben,

S = 347- Um . Un+11-,
Un

- -

34
↑ Los posibles vis

podemos escribir Un+1 , -,
Un como comb

.
liu

.
de los

U11- ,
Um y como S es un Sist

.

de generadores

para cualquier WEV ,

w = X1 U1 + - + XmUm + Xm+ Um+ 1
+
-

+ Xn Un

-
En realidad dependen de

U1 , -,
Um

=> 41 ,--
Umh es un sist. de generadores . CONTRADICIÓN !

=
-

I

ES , que hemos supuesto que no es generada
E

Proposición Sea V un Kev. finitamente generado por un

subconjunto S = Gu 1 - Und
·

Entonces
,

S contiene una

base de V que ,
de hecho

,
tiene una base finita.

DEM
-

-

· Si V = hoh
,

o bien S= 0 ,
o bien S = Goy y es una

base. V Supongamos que V#103 y que S=Lue - -Un

es un sist . de generadores.
m+0

Tomamos mesy definimos S = Guah
, que es

linealmente independiente .

Si asís' es base, V si no,

E mF0

xu = 0 + x= 0



por
el Leva 2 anterior podemos añadir a s'oto eleve.

de S
,

a saber
, uES tal que S = Luy , Wil sea

lin . indep. Si S' es base; v si no, podemos encontra

uzES con =Lm , 42 , u3) liv
. indep

Repetimos este proceso hasta que no podamos

añadir mas vectores fin
. indep's a S

, que quedara

S =141
, 42 1 000 ,

hmh con ma
Y

Noelem's de S

En este caso, afirmamos que es una base de V.

· S lin
. indep . por construcción

· s' es un sist
.

de generadores por el mismo argumento

que hemos usado en la dem
.

del Leura 2.

#

& La demostración anterior nos da un algoritmo
&

para hallan ona base de V a partir de un sist.

finito de generadores ,
SEV: vamos tomando vectores de

S que seau in
. indep's 10 eliminando los que sear

lin
. dep hasta obtener un sist

.
de generadores lin.

indep

Ej En 1
*

consideramo

S= 4 (1 ,
-1

,
0

,0% (1
, 0 - 1

,
0

,
(0

,
1

,
- 7

,
0)

,
(1

,
4

.
-1 - 1)

(1
,
1

, 1
,

- 1)
,

(1
,

- 1
,
1

,
- 1)}

a) Demostrar que S es on sist
. de generadores.



0111 X

(e X+ Y

0001 x +y + z↳0 00 - 1 -1 -17 x + y + z + t

raug A = 4 =

rang A
*

= Sist
.

de gen Vi No es base !

rangA = 4x6 = novectores => S lin
. dep

b) Hallow un subconj .
de S que sea base de IR*.

Vamos tomando vectores :

S = ((1,
-1

,
0

,03 es liu
. indep . por se un único vector

S = 3(1
,
-1

,
0

,
0

,
(1

,
0

,
-1

,
04 lin indep

S = ↳(1
,
- 1

,
0

,0) ,
(1

,
-1

,
0,1

, 0} lin dep x

S = 3 (1
,

- 1
,
0

,
0)

,
(1

,
0

,
-1

,
0

,
(1 ,

1
, -1 ,

- 1)} lin inded v

s' = h(1
,
- 1

,
0

,
0)

,
(1

,
0
,
- 1

,0)
,
(1

,
1

,
-1

,

-1)
,

(1
,
1

,
1

, -1)) liv
. indep v

Además
,

como en este caso rang A = rang A*, s' es un

sist de generadores => s' es base de IR
*

- Algoritmo para extraer una base de un couj generada finito-

17 Poner todos los vectores de S par columnas de Una

matriz
.

27 Hacer Gauss.

30 Los elems linealmente independientes son los correspon

dientes a las columnas de la matriz original en las que

hay un "escalon".



EL LEMA DE INTERCAMBIO DE STEINITZ

Idea En 14 consideramos los conjuntos :
-

S= ↳(1 ,
-1

,
0

,0 d,
(0, xd,-1)

,
-

(1
,
1

, 1
,

- 1)
,

(1
,

-1-1)49HES - 6 vectores
-

-- sustituidos

que es un sist
.

de generadores; y 2 vectores

-A
= 4 (1

,
0

,
0

,
0

,
10

,
0

,
1

,
04 que es lin

.
indep.

Lo que nos va a decir el Lema de Intercambio de Steinitz

es que podemos sustituir 2 elementos de S por los 2 de L

de modo que siga siendo un couj.
de generadores.

De hecho
, eligiendo ...

H = ((1
,
- 1

,
0

,0)
,
(1

,
0

,
-1

,
0)

,
(1

, 1
,
- 1

,
1)

,
(1

,
1

,
1 -1)

se tiene que HuL es Sist.
de guradors de *

Obs : La importancia del Laura de Intercambio de Steinitz
we

radica en dos pontos : (1) poder crear was bases a partir

de otin ,
si S es base ; (y 2) establecer que todas las

bases de un k-ev
. fivit generado tienen el mismo i

de eleus (seá un Carolacio]

Leonema (Lema de Intercambio de Steinitz)

Sea V on Ke.V. y sean :

· S = 241 ,-, Umy un conjunto de generadores de V

· L = [v-, rnh on conjunto livealmente independiente



Entonces :

↓
Un couj .

Sin . indep tiene menos vectores o
, como

(i) n em mucho
,

el mismo no que un couj. de generadores.

(ii) Existe HES tal que HuL es un couj de

generadores de V
,

de modoeA tiene exactamente

m-n vectores
.

m-n

-m
En HuL hay m vectores (como en S),

pero solo los de H son de S :

Podemos cambiar n vectores de S pa los

n de L y que el conj resultante

siga siendo generador.

DEM : Inducción sobre n Lide elem's de L)
-

· caso base : (n =0)= 0 .

En este caso, basta toma
-

H = S = bu 1 - ,
4mb que tiene m-o = m elementos.

(i)01mv

(ii) HuL = H = S
, que es un sist. de generadores v

· Caso generalmi

-tipótesis : Supongamos que siL tiene n elementos,

n=m y existe HES con m-n elems tal que

Hul es generador .

- Tesis.
Sea L= (v1_

, Un ,nith un couj .
Lin

. indep;

en particular 4V1- , Un] es lin
. indep , por lo que podemos

usar la hipótesis : nm y existe HES con m-n

vectores
,

a saben,

H = 441 , -, um-
n)



tal que huz , - , Um-n , va,-,
Unh es generador

En particular , podemos escribir

⑪
Vn+ 1

= X141++ xm-
num- n

+ Mav++MV

para ciertos 111_ , Xm-n ,M-,MnEK,
no todos nulos

(paque Un+1 #0). De hecho
, algun di Fo, pues si todos

lo funan ,
tendríamos :

Un + 1
= las +-+ MnVn = L= hV11-h .

Un
no seusep !

Sin pérdida de genualidad , supongamos que 11 #0.

En Q ,
dividiendo por 11

,

- Vn+1
= U + -+ Um- ++-+X1

=> uz=2 +...+ Um-++
a

41 es comb
.

Lin de huz , - , Um-n
, Va , -Un Vatzh

Llamamos H = Eu2 , -, Um-n) .

Vamos a ver que Hut

es un sist
.

de generadores .

Como 4411- , Um-n , Va , -,
Unh loCera

,
dado wEV,

w = = ( +
-

+ Xm-num-n
+ B= +-+ BrVn

Y
iES = X1) comb.

LindeUmen , Va , -,Vin+1) +
-

+ am-nUm-
arbitranio! - 3

+ BV + - + BnVn
↳ 7

2
w es comb

.
fin de HiwL

¿ No falta ver que n + 1 = m ? Está implícito ... aquí :

+=men Un + Ma + -+ UnVn
-

Necesariamente M-nL0, paque si no, no habrías

y hv1 , - ,
Vu .

Vutzl sera lin
.

dep.



=> m -n 10 => m > n => myn +1)
m ,

nEIN

E

Corolario (Cardinalidad de las bases) Sea Von K-e .v . finita-

mente generado .
Entonces cualquier base de V tiene el

mismo número de elementos.

DEM: Sean B y B' dos bases de V con

1Bl = m y
/Bl = n

.

Utilizando el Lema de Intercambio de Steinitz :

· como B es generador y
B' es lin

. indep = nam
=3

· como B'es generada y
B es lin

. indep man

= m = n) E

e (Dimensión) Sea V un K . e.v. Decimos que V es de

dimensión finita si tiene una base con un vi finito de

vectores
,

a saben
,

B = 4411-
,

Unh. En este caso,

decimos que n (el v de elems de cualquiera de sus

bases) es la dimensión de V como K-e.V,

dim
,

V = n

Un espacio vectorial que no es be dim
. finita ,

se dice

de dimensión infinita
Obs : La dimensión de un K-ev depende del
mu

cupo K en que tomemos los escalares.



= Calcular la dimensión de :

· R" como R-e .
V.

Como Bo= he , -,
en h es la base canónica,

dimn

4 Si no hay lugar a confusión,

se puede omitir.

· Mmxn(i) como R-e.
V. Matriz todo O's salvo un 1

- en la fila i
,

col
. j.

Bo = [ ism, 1jan) es la base anónica

=> dim Mmxn(R) = m .n .

· Ru[x] como Rev.

Bo = 11
,
x

,
X*, ,

XI es base conómica

=> dim Rn[x] = n+ 1
.

·¢ como K-e
.
v.

Cualquier ZEK se puede escribir como

z = 10Z

por lo que B7212 es una batem = 1

· I como IR-e
.
V.

Parte real

Cualquier zEK se puede escribir como Parte
↓

z = X1 · 1 + Xzi para M
, XztR z = a +b imaginaria

⑧por lo que B = (1, i] es una base = dimp = 2

¡la dim
. depende del cuerpo K !
-



DIMENSIÓN
,

INDEPENDENCIA Y GENERADORES
.

En on K-e. v
.,

V
,

con dim V =
,

· ¿ cuantos rectores debe tener un subcouj SEV,

como mínimo, para se un sist
.

de generadores?

· ¿ Cuantos vectores debe tener un subconj LEV,

como máximo
, para ser lin

. indep ?

Sabemos
, por el Lema de Intercambio de Steinitz

, que

un sist
.

de generadores tiene man vectores que on

covj ,
liu

. indep ,
o al menos, el mismo nimero.

Proposición Sea V un K - e .v
.

con dim V = n
.

(i) Si SEV es un sist
.

de generadores ,
ISKm y ,

de hecho,

S es base ISl = n

(ii) Si LEV es lin
. indep ,

1LI En y ,
de hecho

,

Les base (14) =n.

DEM
-

Como dim V = n
,

sea B = (111-, unh base de V.

(i) Llamando m = /S)
,

como S es generados y B es

bin
. indep ,

el Leva de Steinitz nos dice que

m(, n =D (S) >nv

Demostramos la equivalencia Sbase() ISl =n.

E Si S es base
, co-o dim V = n y todas las bases

tienen el mismo no de vectores
,

ISI = n
.

E Sup . que SEV es on conj generado con 1s)=

S= [v1 , - -
vuh



Hay que ver que S es tin
.

indep. Supongamos que no

Entonces
,

sin perdida de generalidad , podemos asumir

que
v1 = X2V +

-
+ Anun

Y
Uno de los vectores de S se

mu -

puede escribir como comb
.

Lin.- del resto.
Pero como S es generador,

para cualquier vEV,

v = M= V1 +M2Vz +-+ UnVu-
-

= (M1x2 +Mz)vz +
...

+ (uzXn +Mu)v
=>S= [

. -,
Vuh es un sist

.
de generadores de V

que tiene n-1 vectores
, pero ...

esto es una contradicción
-
-

con lo que hemos dem
.

Ante
.

Pa tanto
,

s no puede
see tin

. dep y
S es base de Ve

(ii) Sea CEV on couj
·

Lin
. independiente con 14) =

p.

Por el Lema de Steinitz
, como B es base (sist

.
de

genl con 1B = n, 14) =nv

Demostremas ahora la equiv ↓ base () 1=n

Ex Como en (i) v

# sea Lun conj ·
Lin

. indep con 141 = n
.

Usando

de nuevo el Lema de Steinitz
, su segunda parte nos

dice queLes generados Les base

Conclusión En un espacio vectorial de dimensión u,

-
· un couj .

de generadores de n ele's es base.

· Un cont livealmente indep .
de n elem's es base.



BASES DE LAGRANGE

Dados n + 1 números reales distintos Xo , X1Xh

definimos los siguientes n+ 1 polinomios ,
llamados polinomios

de Lagauge : n factores lineales con raíces Xo, , ..., XiIXix ...r

pi=↓
-

-

En factores numéricos

T Dados Xo = -2; X1 = -1 ; X2 = 1 , X373, definir los

polinomios de Lagrange asociados.

Po(x)=

(x + 1)(x- 1)(x-3)
= - (x3-3x-x + 3)-

(-2 +1)(-2- 1)(-2 -3)

Pa(x) =(XX I & (x3- 2x2 - 5x +6)

P2(x) =

(x+ 2)(x +1)(x-3)
=- (x3- (x - 6)

(1 +2)(1+1)(1 -3)

(x +2)(x +1)(X - 1)
P3(x) = = (x+2x-x - 2)

(3+2)(3 + 1)(3 - 1)

Los polinomios de Lagange tienen una propiedad

muy buena :

pi(x) =

(X- Xo) ... (X-Xi-1)(x- Xi+1) ... (x -xx)
-

(xi - Xo) ... (Xi - Xi- 1)(xi -Xi+) -- (xi - Xn) &

· Si sustituimos X = Xj , para ji = pi(xj) = 0

· Si sustituimas x = xi = pi(xi) = 1
.



Pi(x;) =40
Además

,
el grado de cada pi(x) es n

, paque tiene

u factores (x-xi) distintos.

Proposición El conjunto
B = [po(x) , pe(x) , 000 , pu(x))

es una base del Rev
. Rn[x].

DEM
= Sabemos que dim IRu[XT = n + 1 y (B) = h+1

.

Basta decostar entonces que los pi(x) son tin
.

indep.

Consideramos

xopo(x) + 11p(x)+... +xnpn(x) = 0

sustituyendo en X =Xo :

Xopo(xd) + x= pz(x0) + ...
+ x2pn(xo) = 0 = 10 = 0

1
8 O

Sustituyendo en x = x1

x)+ -+ x)=
0 = x =0

De hecho, para X = Xi
,

tenemos Xi =0

=>1= X1 =
-

= An = 0 = Bes liv
. indep

=> B es base de An[x].

#

Sea p(x) Eln[x] un polinomio de grado n
,

con

p(xd = yo , - , P(xn) = yn
- -

¿cuáles son las coordenadas de p(x) en la base

de Lagange B = S po(x) , - · Pn(x)] ?



p(x) = x= po(x) + -+ xnpn(x) .

Si sustituimos en x = Xi ,

p(xi) =x)++xi)-+
=> p(xi) = Xi para i = 0

, 1
, -,

h
.

Esto nos da las coordenadas de p(x) :

↓
Yo (yz XYn

p(x) = p(xo) - po(x) + p(x1)P(x) +-+ p(xn)pn(x)

↑
Formula De InterPOLACIÓN DE LAGRANGE.

P(X) es el rnico polinomio de gradon /ya que

B es una base) que pasa por los puntos

(x0
, yo) , - ,

(xn
, yn) ER?

E Hallar el cnico polinomio de grado 3 que pasa

por los puntos (-2
, 3)

,
(-1

,
6)

,
(1

,
0)

,
(3

,
-2).

↳ ⑪ ⑬
Ya tenemos los polinomios de Lagange

asociados a Xo, X1 , Xz Y X3 :

Po(x)=((X1( = - (x3-3x-x + 3)

Pa(x) =(((- = (x3 2x - 5x +6)

P2(x) =

(x+ 2)(x +1)(x-3)
=- (x3- (x - 6)

(1 +2)(1+1)(1 -3)

(x +2)(x +1)(X - 1)
P3(x) = = (x+2x-x - 2)

(3+2)(3 + 1)(3 - 1)

Por lo que acabamos de nes
,

el polinomio que



buscamos es

p(x) = 3po(x) + 6pz(x) + 0 -pz(x) + (-2)pz(x)

=-+

K

carolacio Sea p(x)[x] con0 para n+1
-

K

valores distintos Xo . X1 1 - , Xnt. Entonces p(x) = 0.

#ER Sabemos que B = [ Pol A)
, - , pn(x)] es una

base de Logrange de In[x] asociada a Xo , ~, Xn.

En esta base
,

la linica forma de escribir p(x) es

p(x) = yopo(x) +y= Pz(x) + -+ ynPn(x) = 0x

↑ E X
o = p(xo) o= p(x) 0 = p(xn) #

Este corolacio nos dice que un polinomio de grado
en un cuerpo K .

n con coeficientes (reales no puede tene mas de
-

n raíces distintas a no ser que sea OK&


