
CARDINALIDAD

CONJUNTOS EQUIPOTENTES

Pef(Couj · equipotentes) Sean X
, Y dos conjuntos.

Decimos que son equipotentes si existe fix+Y

biyectiva.

Nación: X
,
Y equipotentes mo X-Y.

Prop La siguiente relación es de equivalencia : para

X
,
Y conjuntos, XRY XY

REM

(i)xiva: XvX poque idx: X+X es biyectiva.

(ii) Simetrica : X-Y => f : x-Y biy => & investible

- j7y + Xbiy = y - X

(iii) Transitiva : xwy = f : x+y biy() gof : X+z bix
-

Yvz = g : y- z biy
=> X1Z

E

Lema 1
.

Seau X
,
Y conjuntos con YEX

y sea

f : X- Y ona fonción inyectiva Entonces existe
mine

F: X- Y biyectiva (X-y)

DEM: Definimos los siguientes conjuntos:

Xo = X -Y Xn+1
= f(Xn) para n31

.

X X
f

-Y

... de-I6
-p(x1) = Xz



Consideramos la unión de los conjuntos anteriores :

Xa=
Definimos F: X- Y como sigue :

=(x) = ((f(x) ,
six = X

X , Si XXa

Hay que comprobar que esta

Fes la que buscamos.

· Festá bien definida. F(x) EY para todo XX

->SixeXa ,
F(x) = f(x) -Y paque f: x-Y.

-> Six -Xo
-

f(x) = xt Y por Q

· Finyectiva .
Dados X

,
XEX con f(x) = F(x)

,
finy.

①Six, xeXy ,
f(x) = f(x) = f(x) = f(x) =

x = x !
~

⑦Six,
x Xa

,
f(x) = f(x) = x = x!

- Si xex · CONTRAD ! Este caso
&
-

no se puede
F(x) = F(x) => f(x) = x

I
dav

Como XeXa
, XEXn para algon nEIN

=>(xn) = Xn
-

XEXn+ 1 = XEXa

· E sobreyectiva. Tomamos y eyEX

-+ Si y & Xa
,

F(y) = Y

-> Si yeXa ,
existe uEN con y Xn = f(Xn-1)

=> Jxt Xn-1 cou f(x)= f(x) = Y

Por definiton da

(xXa)



TEOREMA DE CANTOR-SCHRÖDER-BERSTEIN

Establece un criterio para saber si dos conjuntos

son equipotentes.

Teorema (C-S. B) Sean X
,
Y dos conjuntos y sean

f: x-+Y
Y g: /-X yExiste hix-Y

biyect.
ambas inyectivas. EntoncesY son equipotentes

DEM-i
consideramos X-yX

-

gof : X -- g(y)EX g of

es inyectiva por ser composición de inyectivas.
Lema 1

=> Existe [ : X-g(y) biyectiva.

Como g : Y-g(y) es biyectiva (por see giny . Y

ser la imagen g(X) ,
es sobreyectival existe la inversa

g7 : g(y) --Y también biyectiva.

Componiendo ahora h y ,
ambas biyectivas, obtenemos

h= go : XtoY biyectiva

* El Teorema C-S-B nos dice que para aseguran que
*

existe una biyección entre XeY basta con encontra

dos foncious injectival

fix->Y
y g : Y + X.

Ejemplo Sean A
,
B

,
2 te conjuntos no vacios con AEBEC

,

y A equipotente a C
.

Demostrar que los ten son

equipotentes ente si.



BrC Por el Teaema C-S .B basta demostrar que

existen foncious inyectivas B- C y
C ->B.

Como BEC
,

consideramos la función inclusión

B
b + b

que es claramente inyectiva : i(b) = i(b) => b = b!.

Ahora
,

como Anc
,

existe f : A + C biyectiva

y ,
de hecho

,
tiene invaso j : 2- >A biyectiva.
-

Como AEB
,

la función : AB es inyectiva.
-

Componiendo ~
· / j1⑳CB es infectiva.10

↑ [ =
iny iny

C-S-B

=> Cu
.

Además como
'n'

es de equivalencia y AvC
,
CrB

por la tansitive
,

A-B #

Obs: El ejemplo anterior es una especie de "tecrema

del sandwich" :

AEB =

/ AvB-C.
AnC

Candario Sean X
,
Y conjuntos. Si existen dos funciones

f: x ->Y Y g : y ->X

ambas sobreyectivas ,
entonces XwY.



Proposición Sean X
,
X'

,
Y e Y conjuntos con

X-Y Y
X -Y

.

Entonces :
- -m

(i) (xx - Yxy

(ii) Si XnY = 0 = XuY - X +30
,
1)

(iii) Si XnX = 0 = Yny => Xox' ~ YoY

DEM
--

XvY => f: x-Y biy ; Xvy' => fx-Y'biy.
(i) Buscamos una biyección ente XXX'e YXY ,

pero la podemos construir facilmente a partir de I y f' :

F : Xxx -- yxy

(x
,
x)+(f(x), f'(x)

· festá bien definida, porque

(x
,
x) - xxx) => (x,-yxy

·

Fesyectiv-
, x) , (x ,

x2) = XXX con

F(x ,
xi) = f(x2

,
x2) = (f(x) , f)) = (1),fi)3

~ f(x1) = f(x2)2x1 = x2 3
-> f(x1) = j(x2) (iy

, x= x
+ (x ,*) = (x ,x2)

· Fes sobre

Tomamos (y,
y) - yxy

-> yt Y
, f : X+Y sobre = 5xeX con f(x) = Y

-> y ey' , p' : x- Y sobre => 7xeX conf'(x) = y
Def def

= (y , y) = (f(x) ,
f'(x))E f(x

,
x) con(x

,
x) +Xxx



=> Xxx wyxy) (

(ii) X ny =0 = Xuy - Xxh0
, 14.

E"Separados Xe Y

Están

Buscamos una fonción biyectiva entre XVY y XX30
, 1)

Recordemos que f : X+Y es una biyección por hipótesis.

6 : Xx10
,
14 -* XuY

--
Con esto cubrimos' X

(x
,
d) +- x

En Y
Y

(x
, 1) + f(x)

· G está bien definida porque

G(x
, 0) = xeX =XuY

~
G(x

,
1) = f(x)EYEXuY

· G es inyectiva
* Seau (x

,
0)

,
(x

,
0) -XXh0

,
1) con G = 6x,

0

= x = x = (x
,
d) =(x

, d)
* Sean (x

, 1)
,
(x

,
1) t Xx(0,

1) con G(x1) = G(x
,
1)
-

=> f(x) = f(x) = x = x) = (x
, z) = (x

, z)
finy

* Si tomamos (X, 0) ,
(X

,
1) eXX10, 14 no puede dause

que Gxd
=

G poque Xny = 0 por hip
· G es abre

Tomamos te XuY
.

Como XnY =0 ,
o bien tex

, o bien

tEY

* Sit +X = t = G(t
,
d) /

Si teySobre 5xEX con f(x) =
+



=> t = f(x) = G(x
,
z)v

=> XoY ~ Xx10
,

1).

(ii) SiTYY = Xux) - yo y
↳

X y
Xno comparten elems,

Y e y no comparten elevis .

Buscamos una biyección ente XuX'e YoY
,

sabiendo

que X-Y
y

xmy

H : Xrx -- Y
-

y

X 1 - (((x) sixeX

f'(x) six =X

· H estáSien definida poque f(x) +Yo f(x) -Y

y ,
en cualquie caso

,
H(x) - Yoy'r

· Hes inyectiva. Tomamos X1 , Xz XuX'
,

con H(xz) = H(X2)
.

* Si X1 , X2 EX :

H(x1) = H(x) = f(x) = f(x)) x = x2

* Si X1 , X2EX :

H(x1) = H(x) = f(x1) = f(x)=xz= x2

* Si XEX y XEX , es imposible que tengamos

H(x1) = H(Xz) Este caso no se

Il 1) puede day
f(x1) f(x2)

n Pero Yny =@⑪Y
* Si XEX' y X2EX , tampoco se puede don que H(x1) = H(x2).

· H es sobre Tomamos y EYuy'. Como YnY = 0,

~



o bien y
EY

,
o bien y Ey'

· Si yEY ,
como fiX-Y biy => FxEX con f(x) = Y

=> y = f(x) = H(x)

· Si yey' , como fix-Y'biy = JxEX'conf(x) = Y

=>
y = p'(x) = H(x) -

=> XoxYY

CONJUNTOS FINITOS

Re (Conjunto In) Para cada neIN, n, 1
, definimos

In = (kei : 15k = n)

↑
41

,
2

,
3
,...,

n?

De (Conj . finitoecudinal finito) Sea A un conjunto.
Diremos que A es finito si A =0 o AvIn para

algón n
.

En el primer caso
,

el cardinal de A es 0,

y en el segundo, es n. Escribimos

Candinal-IA) = 0 8 IA) = n

de A

#1. A veces se escribe card(a) o #A.

#2. Nuestra misión ahora es probar que si A es

on couj· finito no puede sur equipotente a Ine Im

para En.
La intuición nos dice que debe ser

así
, pero hay que probarlo formalmente.

Lema Sea neIN
,
h31 ; sea A un conjunto ,

AFO;
-

y sea aoEA. Se tiene que

A ~ Inte) Arbaoi ~ In



"A tiene h+ 1 elems si
, y solo si

,
al quitarle un elemento,

se que de con u".

REM:

# Sup . que A-49
. h ~ In

,
esto es

,
existe

g: A-baol-* In biyectiva.

Definamos f : A In + 1 como:

C
Ahora agli g(a) ,

a ta0 ¿ A - In+1 ?
entáao, ↑

que en g no

f(a) = (n
+ 1 a = an if biyectiva?

estaba

·inyectiva Sean a
,
acA con f(a) = f(a).

* Si a
,
a-A-had

f(a) = f(a) => g(a) =g(a) a = a

* Si aEA-haok y
a = an No tiene sentido porque↓

n+1 In

f(a) = f(a) => a)= n +1

Este caso No Se DA.

* Si a = as y a-A-haoh, tampoco se da.

* Si a = a0 ya = a0 = a = a)

· f enSobreyectiva .
Sea y e Intz

* Si y
= n + 1 = f(a0) = n+1 = y v

3 3

* Si y n+ 1
, y In .

Usando g : A-baoh -> In biy,

existeA
con ga = y .

Popor

↓
f(a) = g(a) =v
-

Esto prueba

E Sup . que A-In+1 ,
esto es

,
existe

: A -> Intz biyectiva.



·Caso 1
.

Si flad = n+ 1
.

Basta definir
Aqui - Aquí falta n+1

faltaao h: A-book - In

a= f(a)

h es una biyección porque en realidad es f pero

restringida a A-haok. Basta intercambiar
estos valores

·2 . Si+ n + 1
.4

Existirá entonces aneA , antoo , conla = n + 1
.

Definimos : A - Int

Idea: Redefinir I f(a) ,
a + 90 ,

a + 01
w

a- a = a0

a T para que Jad = n+1
?G,

a= az

y estar en el co1.

La función : -Intz es biyectiva con Plao) = n+1

y , por elaplicado a ella existe

h : A-book -In big
Conclusión : A - baoh ~ In.

Esto pruebaI #

Teorema (Subcouj. de couj · finitos) Sea A un conjunto,

AnIn para algor neIN y sea BEA on subconjunto

propio .
Entonces BMIn

, pero existe meI
,

man

con Bu Im.

"Cualquier subconjunto propio de un conjunto finito ,
es

finito"

* Si un conjunto tiene un subconjunto propio infinito,

el conjunto es infinito.



REM: Si B=, By In pagle In no es vacio.

Sup. que

C = LUEIN : el teorema es cierto para AvInh

Si vemos que C = N
,

es que el teorema es cieto

siempre. Usamos inducción.

· Casobase (n = 1)

Sea A = hal ~Iz. El único subconj . propio de

A es B=0 y BFIn, por lo que el teorema

es cierto,

·aso general Sup que el teorema es ciento para n.

Sea A un couj .
Con AnIn+1 ,

esto es
,

existe
Existe parque

f : A -> Inte biyectiva. Bes subconj
↓ propio

Sea BEA con BEO
. Elegimos botB y arEA-B

auAplicando el Lema anterior
,

existe una
A

· i
biyección

g : A-hboh - In

Por otro lado
, Bhboh

· A-hbol ~In : B-Eboh es un subconj . propio de A-hboh
HIP
= No existe ninguna biyección B-In

.
#

# Además
, o bien B-boh =0 , o bien existe una biy

g: B-boh-Im
, para mxn.

El Lema anterior y Q B In+1

Este solo es la mitad del teorma
, falta la 2:

· Si B-bol= Bue

· Si B-Eboh #0, par el Lema anterior y



=> BrIm+ 1 Y como min
,

m+1U.

En cualquier caso
,

BrIm para M<h+ 1
.

=
Cadanio Si A es un conjunto finito no vacio y
-

BEA es un subconj . propio ,
entonce AB.

E: Sup . que B.No puede see.

Como A finito ,
AvIn para algor nEIN

,
uh, 1

y como AvB
, por

la transitive tendríamos Br In

y esto contradica el tecrema anterior por se B
=

un subsonj . propio de A. E

Cordario 2 El cardinal de un conjunto finito está

univocamente determinado por el conjunto.

DEM :

Sea A un caj finito y sean m
,
n EN con

man
.

Esto mas dice que ImPIn . Sup. que

Imy An In i CONTRADiccion !

Por la transitiva
,

Im-In , hay una biyección entre

on conjunto finit (In) y on subcoj propio (Im) y

esto es imposible. E

El carolario anterior nos dice que si A es un couj.

finito, AvIn
,

este n es único y diremos que el candinal

de A es n (A tiene n eles).

Condario 3
.

(Caracterización de conj . finitos).

See A on conjunto. Son equivalents :



(i) A es finito.

(ii) Existe una función sobreyectiva 8 : In ->A para algún neN.

Civil Existe una función injectiva g: A + Im para algún mEN
.

EM: See AF0, pues si A =0 el resultado es trivial.

(i) = (ii)
Como A finito,

A-In para algon weN,

esto es % : In + A biyectiva => ↑ sobre

(i) => (iii) See f : In -A sobreyectiva. Esto

significa que dado a EA.hal

Definimos: Cory.
de preimágenes de

g : A - In hab en In

>
a + minhelodeña tener varios valores

·

g inyective: 41
, 000 ,

nh x

seam a
,
a'EA

.
Si ata"(hab) n(ha']) = 0,

↑
por lo que el mínimo de cada uno es distinto,

g(a) + g(a) = giny

(iii) = (i) Si g:
- Im es injectiva , restringiendo

la imagen ,

- : A - in(g) In

-

g es biyectiva .

Así
,

A es equipotente a on subconj
.

de un conjunto finito (In)
, par lo que es finito

#



CONJUNTOS FINITOS : EJEMPLOS

E1 Probar que IN es infinito .

Consideramos IN-401, que es un subcoly. propio de IN

y definimos
f : IN -* IN-10

n + n + 1

Es sencillo ver que f es una biyección , por lo que

IN IN-20). Si N quea finito, no podra ser

equipotente a on subconj. propio suyo.

Ej2 Seau Al , ....
An couj finitos. Probar que :

(a) Azu ... uAn es finito.

Probamos primero que si Az , Az son finitos,

entonces ALUAz también lo es:

Si An = o Az =0 ,
el resultado estrivial porque

poAz =Az/ Alg = A1 /qud = %.

Sup . que AzF0 y Az #Q ; por se finitos,
existen

8 : In + Az ; g : Im- > Az
K g(-n)

biyectivas con n ,
mEIN. Definimos

n + 1 g(z)
h : Iman-* AzuAz n +2 g(2) ~

: :
n +m g(m)

k - S f(k) k = 1,..., h

g(k- n) k= n +1
,...,

n+m

↑

Hay que "mover" g n posiciones

La función h está bien definida.

Para ve que es biyectiva, por el Corolacio 3 (Caract.

de Conj
·

Finitos) basta ver que es obre:



Sea y e AuAz

· Si y EAz
, por se y sobreyectiva,

existe K-In

con f(k) =

Y => h(k) = f(k) =

y para

algor KEh1
, - ,

nh

· Si y EA2 , por see g sobreyectiva ,
existe KEIm

cong(k)=

y
= h(k+ n) = g(k+ n -u) = g(k) = Y

-
para algún +n -bn+ 1.-,

n +uhr

=> AzuAz es finito

Probamos ahora que AzuAzu ... van es finito por inducción
T

· Casobase (n= 1) Estivid que As finito

(n=2) Acabamos de ver que AuAz es finito.

asogeneral Sup que Azu ... 0 An es finito.

finito
Llo vemos como union

A e inta e de dos couj. finitos y
eso ya to tenemos

probado).

(b) A1n ... n An es finito

An... n Au EAz es un subconjunto de un couj.

finito Es finito

(c) Az * ... XAn es finito

Probamos primero que AzXAz es finito.

Sea A1 = Lan ,..., an) para ciento n EN

Obserbamos que el conjunto (azilxAz es finito

para cada i = =
, - ,

n
, pues

fi : naihxAy -*Az

(azi
,
a) - a



es una biyección.

Pero ahora
,

A * Az = (hanh xA2) v (bah xAz) v ...
u (bainh +Az)

que es unión finita de couj finitos

=> A * Az finitor

Usando inducción
, probamos que AzX--. XAn es finito.

·aso base (n= 1) As finito tririalmente

In= 2) AyXAz acabamos de ver que es finito
·asogenual Sup . que Alx ... An es finito

finito
(vemos el couj · como

CAAt
es finitor producto contornen el

de dos couj · finitos

Ej3 Probar que si AXB finito ,
entonces A y

B

son finitos.

Consideranos la proyección sobre la 1 componente :

M : AxB -> A

(a
,b) +- a

que es trivialmente sobreyectiva. Ademá
,

como AXB

es finito, existe una biyección

9 : In -> AXB

para algún nEN. La composición iof : In -A

es sobreyectiva y , por el Corolacio 3, A es finito.

On argumento similar cou

Me : AXB -> B

(a ,b) +-> b



so une para probar que Bes finitor

CONJUNTOS NUMERABLES Y NO NUMERABLES

# (Comi numerables Sea X on conjunto. Decimos que

es numerable si es finito o es equipotente a IN.

En este último caso
,

si XVIN
,

decimos que X tiene

cadinal infinito numerable y escribimos

(x) = No
y "Aleph sub-cero"
-

Representa el cardinal de N

=> Demostrar que E es numerable IN pares
7

= 40,2
,3,5. Un IN impact

1

=hoo.,02
,
3,0

IN está "dentro de"I
.

¿ Hay man en # que en IN ?
elementos

Parece que sí pero...

¿
y si los "emparejamos ?

i Todos están emparejados!Hay el mismo vi de elems
-

Formalmente
, para ver que 12) = *

, hay que busca

una binación ente IN y I.

f : N ->

-In Desar
f es biyectiva :

·iny Sear n
,
mEIN con f(n) = f(m).

-> Si nim pares
+ f(n) = f(m) == = n = m

-> Si n
,

m impare - f(n) = f(m)==n=m



-> Si n par y mimpar ,
no puede see que f(n) = f(m)

poque uno es positivo y el otro negativo. (si ambos

sou O.=0 n= 0;o m = -1 EIN
, tampoco

puede set .

·sobre Dado XEI fijo.

+ Si Xo30,

1
-> Si Xox0

, -= Xo+Xo
=

-> n + 1 =2x - n=-1

tiv
e como min n=0,

f(-2xo-1) =- nENv

- &
imper=

=> I es nomerable

E Demostrar que INXIN es numerable

Utilizamos el T
.

de Cantor-Schröder-Benstein.

· f : IN -NXIN
claramente es inyectiva

n 1 (n
,
n)

·

g : NXIN -* IN ; g(n, m) = 2? zmaginy ?

Sean (n
,
m)

,
(nim) ENXI con g(n , m) = g(n ,

m).
⑧

=> Chzm _nm n-nyo
2 = 1

↓

O immSi n >n
&

X



sin', es análogo
X

Necesariamente,y 2m
I

= z= zm

Para que dos potencias de 3 seau iguales ,
sus exp.

Edeber ser iguales,
así que m = m

=> (n
,
m) = (n', m) = g:NXI-N injectiva

Por el Teorema de C-S .B
,

INXIN -IN,

NXIN es nomerable
.

El Demostrar que IN-42) es numerable·

Idea: 0 1234567 IN
-

↓ ↓ ↳344
0 1 * 3456 IN-424

Definimos f : IN IN-421
Es elin en el que

ni-(n, nx)
cambia la def

n+1
, n

Esta función es biyectiva . ↑ ¿ Y si free otw ?
Lo poudéramos aquí

·inyectiva Seau 12,2
EIN con f(m) = f(na).

· Si m
, 12/2 => 11 =12

-> Si ly , n232 => m+1 = ny+1 => m = h2v

- Si u * 2; h24,2 = m = 2 + 1 = nz
- ny = 1

Pero un es menor que ha
,

su diferencia no puede

see 1 = Este caso no se da poque es imposible

que sucede fim) = finz).

-> Si 1142; n22 pasa igual.

·sobre. Elegimos no EIN-h24 fijo.

- Si no < 2; flud = nov



++ Si no-2; f(40-1) = no-1 + 1 = 10 v

↑
f(u) = n+1 sinb2

.

= IN- es numerable
.

¿Qué papel juega
realmenteel aquí?

No juga ningún papel más que es el punto de

cambio de del de la función.

Podemos generalizar el ej . anterior : fijado notIN,

IN-buol es numerable usando la función

9 : IN -> N-buch

n =3 ! h
,

si nno

n+ 1
, si n > no.

¿Qué ocurre si quitamos dos elementos ?

E Demostran
que

IN-42
,
5) es numerable.

Idea : 8 9... IN

..
o 1 X 34 * 6789

...
IN -> 2

,
5)

Definimos la función :

% : N -> -- h2,
5]

n
,

si nT 2

n +-> E n+ 1
,

si 2n < 4

n + 2, si n 4

Esta función es binectiva (comprobado), por lo que

IN-42
,
5) es numerable



E sea X = 1X11 - ,
Xh on couj · finito cuyos elems no

3 Z

son is naturale
.

Demostrar que INUX es numerable.

Eda: "Meter" los elems de X al principio de la lista y

que hego esten todos los naturals.

f: N -> Nu X

/
*21X2 , ...,

X

n 1
Xn +1

n = 0, ...,
k- 1E

n-K nK

Se comprueba fácilmente *
0

,
1

,
2

,
3, ...

que f es biyectiva.

=> NuX numerable

¿Qué ocurre si en X hay nos naturales ?

E Sea X = 4X1
, X2 ,

35
, X3,2,

donde XiEN
.

Demostrar
-

L
X4

que NuX es numerable.

Si hacemos lo mismo de antes,
X

g : IN -> NOX
/

X1 1 ..., X5

n> &
Y
htz , nx5roblemaLuein,a

n-

5

, n35

f(40) = 35
&

0,
1

,
2, ...

IN

Esto ocurre porque los naturales de X se repiten en la

imagen .
¿Cómo lo arreglamos ? "Separando" los naturales de X

Escribimos Y Es una unión IN X

NuX = Nu (X-N) disjunto m
3 T

#L Es finito por ser X finito. De hecho,

X-N = 4xy
, X2 ,

x3)



Definimos ahoo

9 : N -NoX
< X1 , x2 , 43 EN

Xn+11
sin < 3

n --&
n- 3, sin 3

-
0

.
1

,
2, ...

N
Basta comprobar que f es biyy

CARACTERIZACIÓN DE CONJUNTOS NUMERABLES

Teorure /Caracterización de conj · numerables) Sea X un Louj
.

X infinito IExiste f : INX sobre

E X es infinito-numerable.

Si X es inf-nomerable, es inlivitor y existe

9 : N-X biyect ,
en part,

sobre

E Sea X infinito con f : IN-X sobre· Vamos a cons-

twir

g : /N -> X biyectiva.

Comof es sobre
, (X)EIN no vacio. Por el Ppio del Buen

Orden en IN
,

existe en minicio en (x), a saben
,

no = min f(x)
Llamemos Xo = f(no) . Definimos así

g(o) = xo

como X es infinito,
X-(x0) #0 y F(X-Exoh) EI.

De nuevo por el Ppio del Buen Orden en IN
,

existe un

minimo en (X-bxoh) ,
a saben,

uz= min f(X-bxoh)



-
I no ha

· Como no , MaEIN
,

noihaef(y) por see f sobre

Pero no es el mínimo de ['(Y) = no t ha↓- Ademá nothe parque si quer iguales

f(no) = Xo = f(n) y seria una contradicción

con que nef(Y-hxoh)

Definimos g(1) = X1 .

Xo...k

Sup .
ahora que hemos definido así g(0) , ..., g(k),

y que estos elems son distintos (g iny hastak).

Consideramos E (X-hx0
, -,

Xx) &I
, que tiene on minimo,

Mk+ 1
= miuf(X- (x0

,--
Xx))

conf((k+ 1) = Xk+1 ·

Este XK+ -EhXo,-,
Xih porque

si fuera XK+
= Xi, no podría se que

mixef(X - (xz
,-,

X3)

Definimos g(k+1) = Xx+7

y esta elev es distinto de glo) , ..., g(k) (g iny .

hasta K).

Por inducción
, se define g(k) FKEIN

y ges

injectiva .

Tenemos asi giNX iny.

Por otro lado , defini_os

h: X- > IN

X1 miuf(hxh)
Si tora-os XX2EX , XFX2,n⑮



por see f : /N -> X sobre

sinef(bx14)nf((x2h),
nef((x,

b) = f(u) =
x1

nef (hx2h) => f(u) = x2
peo X1#X2 Q
-

n tendria Zimágenes

=> min (hxb) # minf(hx24) => h(x) = h(xz)

= h : X- Niny

Por el T
.

de Cantor-Schröden-Bestein
,

X ~ /N,
=> X infinito-numerable #

Fondario Si X numerable
,

&X = Y numerable.

"Todo subconj . de un conj . numerable
,

es numerable".

DEM :
=

· si X finito , ya probamos que todo subconj .
de in

couj · finito es finito y , po tanto,numerable.

· Si X es infinito-numerable :

- Si Y es finito, es numerable

-Si Y es infinito, dado que existe una función

f : N -> X biyectiva ,

y
-

Y = X

se tiene que [ : IN -> XnY = Y es sobre,

pues dado y EXnY = YEX
,

JuEIN con f(n) = Y

es numerable.=>ct
.

de Co: No es #
· Y infinito
· f : IN ->Y sobre



UNIÓN Y PRODUCTO DE DOS CONJ
· NUMERABLES

Prop X
,
Y conjuntos numerables -> XvY numerable

REM:

· Si X
,
Y son finitos,

XuY es finito

· Si X es inf-num e Y finito ,
hacemos inducción en el

no de elevis de Y :

Xuy ,

por see X nom

·baseYX f :- biy XoY nom

Si yoRX construitos

g: N -> XvY

ni &Yo n
=

f(n-1)
,

m41

g es biyectiva (comproban)

=> XuY numerable

general-to: Sup . que si Y= hyo ,-,Yah,

XoY es nomerable.

Xohya-- Y , Yatz) = (h) ha
el Caso bate

Existen: IN -Xuhya-Y) :: IN -> Xuhyk+ 1)

biyectivas. Definitos:

9 : Invil)uhyt)
n parE·gog

...

n +- -

g es biy. ↑

=> Xu Y numerable 92(0) , 92(1) , 92(2), ...



· Si X
,
Y infinito-numerables Disjuntos

Escribimos XoY = Xo(y- X)

Como Y-X1Y eY nomerable
,

Y-X nomerable

↳ Si Y-X finito (caso anterior)

me Si Y-X infonom ,
existen

11: +X, fe:+ Y-X biyectivas.

Definitos :

1: - -x
n E((),par

I biyectiva (2() ,
n impar

=> XoY nomerable F

Proposición Si X
,
Y son cony numerables => XXY numerable

DEM:

-

· Si X
,

Y finitos ,
XXY finito

· Si X inf-nom e Y finito. Inducción en el vi de elems

de Y.

-base Y= hyoh
Como X nom

,
existe fi IN -X biy. Definitos

g: N -> Xxhyh.

n + (f(n) , yo

gbiy => Xxhyok numerable.

-general Sup. que XXhyo,-,Y nom. Escribimos:

Xxhyo 1 -,Yx ,yk+
1) =(x401-4)0(ya+2)



non por HIP · nom por caso base

Coo la unión de nom es nom

· Si X
,
Y son inf-nom.

Existen 12 : N--X; f2:+Y biyectivas.

Definimas
Lo : NXI -> XXY

(r , n)+ (fa(na) ,
falna))

h es biy => INXIN-XXY

3 => XXY ~ N nomerable
Pero INXIN ~ IN

Transitive #

UNIÓN Y PRODUCTO FINITO DE CONJ
.

NUMERABLES

Prop Seau X1 , X2 , - , X1 couj· numerables· Entonces

Xzu ...
uX1 es numerable.

Notación Mu ... uXi =
DEM : Inducción

en Si 14-1
,

no hay unión
-

↳
·caso base (k = 2) X1uX2 es numerable (ya dem)
-

·aso general : Sup- que10 ... 0Xk es numerable·

=Xutz es numerable (caoe en

#
X

Pop Sear X1 , X21- ,
X* Conj ·

nomerables. Entonces:

XX... XXk es numerable.

Notación X1x...
x X=Xn-

&E : Inducción en 1.

· Caso base (K = 2) X1XX2 numerable (ya probado
-



·aso general Sup que Xx...* X hom.

=X numerable (ba

X

UNION Y PRODUCTO NMERABLES DE CONS NUMERABLES

Antación Podríamos tener un conjunto que tenga infinitos

conjuntos. A esto lo llamamos familia de conjuntos. Por

ejemplo, recodemos que

In=1
,-,

nh para n = 1
,
2, ...

La familia de todos los conjuntos In la escribimos así :

[In&no SInEmen-ho
En general , una familia (infinito-numerable) de conjuntos

* Xo
, X1 ,

Xz, ...

es:

{XuYnEN

Si queremos hacer la unión o el producto contesiano de

todos los elementos de la familia ,
escribimos:

Si queremos especificar desde

que índice empieza :

&Quie : XorXuXzu...EX
An ⑫X

Producto: Xo * X1 * XX... =TXn

Proposición Sea (Xnhne una familia de conjuntos numerables·

Entonces
U Xn es numerable

NEIN

#EM: Como cada conjunto es numerable
,

existe

In : IN -Xn biyectiva.
· CasoI : Si los conjuntos de la familia son disjuntos



dos a dos
,

esto es
,

si XinXj = 0 para iFj .

Definimos la función

g:I
NXN -n

Xn

n nos da el (m,
i) fi(n)

natural que usar E
en fi i nos da en que Xi estamos,

para usar su fi

Hay que ver que g es biyectiva:

·aginy·
Sean (h

,
i)

,
(nz

, j) ENXIN con

g(uz , i) = g(n ,j) ==
li : N -Xi ; fj : IN-Xj , pero como Xin Xj = , para

que se de la igualdad ,
necesariamente

,
i =j

Teneros entonces film = filna) .
Pero fi es biyectiva,S

en part , inyectiva => m =2
- (m ,

i) = (nz
, j)

·sobre Tomamos XtW Xn .

Existe it IN con
nEIN

XEXi ; lsando fiN -Xi
, que es biy , y po

tanto
, sobreyectiva,

JWEIN conx = fi (n)

= X = fi(n) = g(u ,
i) v

Esto demuestre que g : /NXINTU Xn es bijectiva

=> INXIN~U Xu
EN 3 => UX IN es numerable.

Pero INXIN IN #
LEIN

Transitiva

·aso I : Si hay intersecciones no vacías entre los Xi.

Podemos escribir

Xoux=
= You(Xz - Xo)

(ouxal uXz = Xou(Xz- Xo) v(X2 = (Xoux1))



Vamos "quitando" de cada Xi lo que tiene en comon

con todos los conjuntos anteriores. De hecho
, definamos :

Yo = XoY Y:
= Xi-X para i = 1

,
2, ...

Yo = Xo ; Y1 = X1-Xo ; yz = X2 - (X00X1),
..

La familia Ynhnen cumple:

(i) YinYj
=0 para itj (Par construcción

(ii) nUYn =Xn

↑
Si xeXi y no en los anteriores,

XE Yi

T ~ Si x está "compartido" con algún
XEUXn) JXi con XEXi X; con j<i, aparece en Xj

-hEIN anterior
=> 7jh1, ..., ih con xtYj

=> XEU Yn
hEIN

xeU Yn E EYi con xEYi = Xi - CX)
hEIN

* => xEXi = XtUX
Por el pos sabemos que En es numerable

=>Xa es nomerable
E

? Si EXnIne es una familia de couj .
numerables,

des Mu nomerable

E Estudian el candinal de los siguientes conjuntos :

a) Q

O: N nom = N-30) num .

- (N-201) x (I-50h) nom

Existe fo : IN -> (I-hol) x (IN-so2 biy.



Definimos
1 : (N-303) x(I-20)) -Q+ Racionales positivos

(n , na) +-
n2 T.

Caracterización
· es infinito de couj

· f es sobreyectiva = 10fo : IN -Q sobre3 => numerables

Para =(p
=> Q es numerable

Definimos g : -Q es biyectiva

#1 -q&

=> Q es numerable num nom

↓ ↓

Q =Quhou Q es numerable .

-
finito

b) I

Consideramos primero el intervalo [0
,
1) EIR

.
Los elem's

de [0
,
1) los podemos escribir como

<
Digitos decimals

0
, X1X2XzX4 ...

con 02Xi19

- 0
,
5538109942

...

(Si el no tiene infinitos dígitos decimales es como si

tuviera ceros a partir de una posición:

3 = 0
.
75 = 0

,
7500000 ..

Supongamos que existe una biyección
Indica a qué meN

IN[0
, 1)/ está asociado

Indica la
0.1

. 2181
...
or 0,XX-.posición decimal



0
, 201400... 1 m 0

, X10XX12Xez ...

0
, 9901052 ... 2 + 0

, X20X21X2X23 ...

0
, 3110788... 31 0

, 130431X32X33 ...

Vamos a crear un número que no está en la lista.

Cambiamos la posicion
4 Si Xii =0↳Xij

S

-E O si Xii #0

0
,
0404

. 0 ·

El l que creamos es distinto del asociado al 0 porque

Xoo es distino; es distinto del asociado a 1 porque

X es distinto; es distinto del asociado a 2
,
3

,
4

...

i A Todos!
=> No se puede hacer una biyección entre

IN
y [0,

1) porque quedan elementos

sin emparejar en [os1).

=> To,1) es numerable
.

: Este razonamiento se llama argumento de la

diagonal de Cautor.

Vamos a construir ahora una biyección entre [0
,
1) y (0, 1),

usando una función que utiliza lo que llamamos desplaza-

miento numerable. La dea es que ,
como son casi el

mismo intervalo
,

salvo el 0
, vamos a desplazar un couj.

numerable de elementos para "quitar el 0".

->T⑧ ⑧

8 12 =
1 -121- 441-481- 16 ...



Consideramos: Desplazamiento
g: [0

,
1) - (0

, 1) S numerable

1-

S + six= 1-1 hEIN
X+ 2n 1

* en otro caso

g es biyectiva.

=> Como [0,
1) no es numerable

,
10

, 1) tampoco lo es.

Consideramos ahora una función =
&

h : (0
,
1) - (-,-

h es biyectiva 2
· t = 1 + h(z) = E
· h continua.

=> Como (0
,1) no es numerable

, (-I, tampoco lo es

Por último, consideramos

↑ >X

F: (-,-IR

atan &

Fes biyectiva.

=> Como (-E E) no es numerable,

De no es numerable
=

* Este ejemplo nos dice que, aunque tanto IN como R

son conjuntos infinitos, hay mas elementos en 1.

De hecho
,

el candinal de Re se denota pa

IIr) = c

y se llama candinal del continuo.



Se tiene que,

INIX1R)
,

es decir,c.

Proposicion sea EXnIne una familia de conjuntos-

munerables. Entonces
, en general,

M Xn no es nomerable
nEIN
~

↑ Producto carteriano

REM: Buscamos un contraejemplo
Considerame Xn = 10,4 Fue

M xn = ((X0
, x1 ,X2, ...

) : Xi -Xi]
nEIN - ↑

xi = 00Xi = 1↑
sucesión (infinita

de O's y 1's

Supongamos que MXn si es numerable
.

Existe

9 : N ->TX biyectiva
=

Posición en la"Lista"

S Posición en la·Xa sucesion
3 -

11(12 ,
...

+ (X20
, X2...(

8

Vamos a construir una sucesión que no esté en la

lista. Idea : Agumento
,

diagonal de Cantor.
-

Definimas y=MX como

S
1, si Xi : =o

Yi
=

0
, si xii = 1



Así todos los des de y son distintos de todos

elementos de la lista porque yi Xii Vizi

Esto decuestra que no puede existir tal biyección

f y , por tato. Th Xu no es numeable
.

hEI #

CARDINAL De LAS PARTES DE UN CONJUNTO

¿ Qué relación hay entre (XI y
(P(X)) ?

Proposición sea X un conjunto. Entonces
-

(x| < (P(x))

DEM: Supongamos que no es an y que X-P(X).
-

Entonces existe f : x ->P(X) biyectiva.

Varios a definir el conjunto y Subconj .

de X de los

Y = (xeX : X + f(x)] elems que no están
en su propia imagen.

Como YEX
, por definición ,x).

S
Como & es sobreyectiva existe XoEX con fixo =

Y.

· ¿ XoEY ?

Si Xotyf(x= (Imposible)
- -

&
· ¿ Xo Y ? A CONTRADicción

def -

Sixoy => Afixd= Imposible)
-

No puede existir f : X-P(X) biyectiva Len part,
E

sobreyectival . Aunque si puede se injectiva :

- -

x ->P(x)
Estricto

F x ++ 4x3

=p(x)) #



Gadario N& No numerable
T

DEM: Consecuencia director de la Prop .
anterior

Obs :
mu IN) < /P(i) = 1P(P(in)

...

Infinito Einfinito Infinito mas

(num) mas grande grande aún !

¡ Existen infinitos infinitos diferentes ! Unos estricta-

mente con más elementos que otros !

INotación : IN = No IP(IN)) =* IP(P(IN)) =*
2 ...

No...

*
CARDINALES TRANSFINITOS.

Hipótesis del Continuo Recodemos que IIR = c. La hipótesis

del continuo afirma que NoxC y entre
o y C

no hay ningin otho condinal (no existe un conjunto
-

con cardivalidad entero y c)

En el siglo XX
,

Kut Godel
y

Paul Cohen demostraron

que la hipótesis del continuo es un enunciado

indecidible en la Ta de Conjuntos basada en los Axiomas

de Zermelo-Frankel (no se puede demostrar que es cierta

ni que es falso a partir de los axiomas.



-Aquí solo "numerable"
-

Propiedades de les conjuntos infinito - numerables

Sea X on conjunto numerable·

1 YEX finito = X-Y numerable

2. YEX infinito => Y numerable

Xuz numerable

-
3. Z finito ->Xnz finito .

&
X * Z nomeable

Xoz numerable

4. Z nomeableixnz ???

XXZ numerable

Sean
.

Wa , -,
Wh conjuntos numerables

(i) Wi numerable luvión finita de num es uen

(ii) WIX . . .
x Wi numerable (Prod

. linito de num es num)

sea (XnInen una familia (numerable) de couj · num.

(1) 0 Xu numerable
heIN

(#) T An no numerable en general


