Introduccién a la Teoria de Conjuntos Ejercicios

Relaciones de orden

1.

(Orden heredado a un subconjunto) Sea (X, R) un conjunto ordenado y sea A C X,
A # . Demostrar que (A, R) es un conjunto ordenado, esto es, que A hereda el orden de
X.

(Orden inverso) Sea (X, R) un conjunto ordenado. Definimos en X la siguiente relacién:
Ry <= yRu.

Demostrar que (X, R™!) es conjunto ordenado. A la relacién R~ se le llama relacién de
orden inverso de R.

(Orden lexicogréfico en las sucesiones reales) Consideramos el conjunto de todas las
sucesiones reales

S ={(zp) : &, € R}.
Definimos, para (z,,), (yn) € S,

() < (yn) <= m < yi para el primer k € N para el que x; # y;.

Demostrar que es una relacién de orden. jEs total o parcial?

. (Orden punto a punto en R?) Consideramos en R? la siguiente relacién:

(x1,22) <p (Y1,y2) <= 21 <wy1y z2 <o

a) Demostrar que (R?,<,) es un conjunto ordenado.
b) ;Es un orden total o parcial?

¢) Fijado (71, 22) € R?, representar graficamente todos los puntos (y1,%2) del plano que
cumplen que (21, z2) <, (y1,¥2).

. (Orden punto a punto en las sucesiones reales crecientes y acotadas) Consideramos

el conjunto de las sucesiones reales crecientes y acotadas
SC = {(zy,) : (x,,) creciente y acotada}.
Definimos, para (z,), (y,) € SC,
(xn) < (yn) <= i < yi para todo k € N.

Demostrar que es una relacién de orden. ;Es total o parcial?

. (Orden en polinomios) Definimos en el conjunto de los polinomios de una variable con

coeficientes en R, R[z], la siguiente relacién: para p(x), ¢(z) € R[z], dados por
p(z) =a™2" + ...+ a1z + ay, q(z) = b™a™ + ..+ byx + by;
definimos

degp(z) < degg(z), o

PE) Spot alz) = {degm)degq<x>,<an,...,a0> <tea (bas -, bo)

donde <, es el orden lexicografico en R"*1.

Demostrar que (R[z], <o) €s un conjunto ordenado. jEs un orden total o un orden parcial?
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7. En los polinomios con coeficientes enteros, Z definimos, dados p(z), ¢(z) € Z[z],

10.

11.

12.

p(2)Rq(x) <= Los coeficientes de p(z) dividen a los correspondientes de g(z).

Estudiar por qué no es una relacién bien definida y redefinirla, si es posible, para que sea
una relacién de orden.

Demostrar que si un subconjunto A de un conjunto ordenado (X, <) no tiene elementos
maximales, tampoco puede tener maximo; y que si no tiene minimo, no puede tener elemento
minimales.

En (P(N), C) consideramos el subconjunto

X ={S € P(N) : S infinito}.
Estudiar sus elementos maximales y minimales, asi como si tiene méximo o minimo.
Demostrar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Todo subconjunto de un conjunto ordenado tiene supremo e infimo.

=

Todo subconjunto propio de un conjunto ordenado tiene supremo e infimo.

o

QU

)
)
) Todo subconjunto de un conjunto ordenado, acotado superiormente tiene supremo.
) Todo subconjunto de un conjunto ordenado, acotado inferiormente tiene fnfimo.

)

e) Si (X, <) es un conjunto totalmente ordenado y A C X es un subconjunto acotado de

X, entonces A tiene supremo e infimo.

f) Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X es un subconjunto acotado
de X, entonces A tiene supremo e infimo.

onsideramos el subconjunto de enniao por
(*) Consid I subconjunto de R? definido p
R2>o ={(z,y) €R?:2 >0,y > 0}.

Consideramos este subconjunto con el orden punto a punto de R?, (R2, <,). Construir un
subconjunto A C R2 j que tenga més de un elemento minimal pero que no tenga ni minimo,
ni maximo, ni elementos maximales, ni esté acotado inferior ni superiormente.

Hallar, si existen, el supremo, el infimo, el méximo y el minimo de los siguientes subconjuntos
de R con el orden usual:

a) A={zeR: 22 +1>1} ¢) C={reQ:z <5}
b)B:{l—ﬁ—(_l)n:neN,n>1} d)D:{1+sin<w+nw):n€N,n>l}
n n n 2
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