
RELACIONES DE ORDEN

Motivación Conocemos conjuntos cuyos elementos están adenados-

Por ejemplo,

&.... -24 -1402112131 ...

Q
,

R ... -E20mer+17

¿ Hay otros conjuntos que se puedan adenar ?

no K ~Polinomios ↳ Funcious

~ Subconjuntos

¿ Hay otros órdenes posibles de los conjuntos que conocemos?

Objetivo: Definir qué es un ordeu
,

ve tipos de ordenes

y ejemplos

# (Relación de Orden) Sea X un conjunto no vacio

y sea R una relación binaria en X. Res una relación de

orden en X si cumple :

(i) Reflexiva .

xRX XxEX

(ii) #Antisimétrica . xRy a yRx => x= y
fx

,y eX

(iii) Transitiva . xRy , yiz = XRz Exy,
zEX.

Si esto pasa ,
decimos que (X,

R) es un conjunto ordenado.

E Decidir si son relaciones de oden :

a) En IR
, para X,Y EIR

af
xRy()xxy

xxx es foto X(i) Reflexiv
(, es un conjunto ordenado



b) Para X
, y EIR

af
xRy () XEY

(i) Refive XXV = NRX

lii)nisimétric

Yy

(iii) Irausitive xRy => X * Y & => X 1 z = xRzv

yRz = y1z

=>(,) es un conjunto ordenado.

De (Orden total
y

orden parcial) Sea (X,
R) on conjunto ordenado.

· R es un orden total si cualesquiera dos elementos de X

están relacionados : x
, y ex = XRy o y RX

· Res un odeu parcial si hay al menos un par de

elementos en X que no están relacionados.

E (IR , 1) es on order total paque para todo x
,y EIR,

o bien Xzy ; o bien yEX.

E Decidir si los siguientes conjuntos están adevados parcial

o totalmente :

a) (Q
,

E)
,
(1

,
1)

,
(N

,t
)

Son como (t
,
1) - Orden total

b) Sea X #Q
. Definimos para A

,
BEP(X) :

df
ARB ( AGB.

(i]-lexive ALA = ARAr

((i) Antisimétric-



ARABA
(iii)Transitive AEBARB =

1 => ACC = ARCy
BRC = BEC

=> (P(X)
,

E) es un conjunto ordenado.

izt aden es parcial o total ? Pensemos en X = 21
,
21

P(x) = 40
,

414
,

424
,
x)

pab1)-X y 054242X

Pero
...

414421 + 42hth1)

¡ Hay dos elementos que no están relacionados !

=> (P(X)
,
E) es un conjunto parcialmente ordenado.

RELACIONES DE ORDEN : EITEMPLOS

E Decidir si los siguientes conjuntos están adevados parcial

o totalmente :

a) Para min EI,

mRn () m/n
mes divison de n

n es multiplo de m

(i) Reflexiva m/m = mRm-

(ii) Antisimétrica
-

min
①-

1 si mem, n no podría se diviso de m ; y si

L nem , m no podría ser divisa de n.



(iii) Transitiva mirn = m/n = n = m.
nRp = m/p =

p
= n- k = m . (k. k) =

=> m/p = mRp
¿ El orden es parcial o total ?

2
,
37 243 y 342 = Parcial

=> (1
,
1) está adenado parcialmente.

b) Corden lexicográfico en IR3) Para (x1
, X2)

, (yz , y2) EIR,

(x1
,
x2) Ro(ym ,yz)1447

E&
X = Y - X27 Y2

(i) Refive : (x1
, X2)R*) parque X1= X1 , X2 =X2 v

in w

(ii)Antisimétrica:

(x1 , x2)R(yz , yz)# (yz , yz)R(xy ,
Xz)

#

1 X1 * Y1
IMPOSIBLE Ambas + El Caso 1 no se da.

① ->
y1 * Xz

caso2 : ( + CYe- Imposible + el caso 2 no se da
-

-
#-= , +21X2

:Impable Ecalo no en el

①-t
&4 : ( + X1

=y , X2 - y2

( ->
y1 = X1 , yz

- Xz

↓ ↓

x1= y1 x2 = y2 = (xy
, x) = (y= ,yz)



(iii) Transitiva
Q *

(x
=, Xz) R(yz ,Yz) (yz , yz)R(z , z2)

·10+ X1 *Y 1 &-> X1 + z
1

=) (x1 ,
x2)R(zy , 22)

( -> y=
* z1

↑*
cond

. de R

·+xx21 = (x1 , x2) &(27 , zz) /

e+1 Y2522

· En3: -D , X = 42

-
①+* X1 + 21 = (x1 ,

x2)R(zz
.z2)

·C04: ( + X1 = Y , X2EY2

G + y=
= zz , yzz2
↓ ↓

x1
= z1

,
Xztzz = (x1 , xz)r(z , zz)

=> (IE
,

(ex) es un conjunto adevado

c Orden total o parcial? Dados (x1 .
x2)

, (yn , y2) -IR,

siempre podemos comparar sus condenadas =>Total

=> (I
,
lex) es un conjunto totalmente ardenado.

c) En el conjunto F = 29 : [0, 11 -IR
, e función 3 definimos:

frgcEf(x) = g(x)fx20, 1]

(i)lexive . &RP paque f(x) = f(x) fx + [0,
11-

(iisimétrica frg = f(x) = g(x)
(x+ (0, 1] =- f(x) =g(x) ~

grf = g(x) = f(x)



(iii)

Fransitive f(x) = g(t)
(x (0, 1] => f(x) =h(x) => frhy

gRh = g(x) = h(x)

¿ El orden es total o parcial ?

Solo podemos comparas funciones cuyo dominio coincida,

por lo que si f, 9 : [0
, 11 ->Re son dos funciones, pero

XotDomf y XoEDomg

no tiene sentido comparar f(x) y g(x).

=> (F,) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ordenan
, según el order lexicográfico de 12

,
los siguientes

elementos :

↳.D,

(r
,
df(- 1

,
- 1) k (- 1

, 1) (0,
-e)((0 , 1) = (1

,
- z)- (1

,
1) 7 (m

,
i)

ORDENS INDUCIDOS POR EL LEXICOGRAFICO

NotaciónEscribimos el aden lexicográfico en Ir como (1
, Elex)-

- ORDEN EN - si

Para Z
,
we

, z = Xa+ i
,

w = BatBai ,
con Caiz , Ba ,Bz

ER,

definimos:

def
ZRW () (x1,

42) Flex (Ba , Bal

R es un order en ¢
por serlo Elex en IP :

(i)Reflexiva

zrzamaientoparsen
ex madee



(ii) Antisimétrica Elex es adem

ERW(41
, &2) Elex (B1 , Ba) ↓

1=> (y
,
x) = (B, b) = z = w

wrz (Ba , B2) Flex (a1
,
ad)

(iii) Transitive Flex aden

ZRu = (x1,)ex (B1 , Ba) t

1 => (m , x2) =ex(((2) = zit.

Wit = (BaBa) Tera, Val

=>) es un conjunto Entalmente adenadex(G
,

Flex)

↑ Como (K
,R) está definido a partir de CI

,
Elex), es

*

tamién in order total.

El Ordenan los siguientes elementos de (K
,

<lex) :

-& ↳ 2 & ↳
10,1) (3,0 (1

, 1) (1
, 1)(

Z ↑
~

3 3

-2-i = -2 +31 -1-i -1+ i -i1 1 - i4141+ i 1 3

- ORDEN EN LOS MONOMIOS DE DOS VARIABLES-

Consideramos el conjunto de todos los monomios con coeli-

ciente 1 con dos variables:

Mon[x
,y] = G X

**

y
*2

: 22 , 22 EN]

Definimos

Xy RXPy2(x1
, x)(ex(Ba , Bz)

Como en K
,

esto define una relación de orden total en

los monomios.



ordenar los siguientes monomios de menor a mayor según

el adem = lex

6
X * *****xx
↑ I I
V

16.0 (2)a 14 c d 13,%--

4 #

yP = y = xy) 2xy* - xy52x2yx -x

- GENERALIZACIÓN DEL ORDEN EleX A Ir-

Podemos generalizar el oden Elex a n componentes :

X1 < Y1

(xy /x2 / . .

.,
Xn) Flex (y1 , y21 ...,

yn) X1= Y1 X2442

S

& ·

E

X1= y 1 , Xz = y2 , Xz < %3

8

Xz=

Y1 / ..., Xn-1
=yn+, XnEyn

C
,

Flex) es un conjunto totalmente ordenado.

2IACIÓNDe Orden En Un Subconjunto
-

Proposición Sea (X
,
R) un conjunto ordenado y AEX

.

Entonces

(A
,
R) es un conjunto ordenado.

DEM: Como Re ample la reflexiva ,
la antisimétrica y-

la transitive para todos los elemis de X
y

AEX
,

en particu-

la
,

se ampliam para los elems de A.

E Si consideramos (X,)
,

la relación de odeu también

se do en (41
,
5

,
10

,
15

,
204

,

E).



LACIÓNDE ORDEN INVERSO

Proposición See (X
,R) un conjunto adevado. Definimos para

X
,yEX ,

xR
*y yRx

Entonces (X
,
RE) es un conjunto adenado y

R se llame

orden inverso de R.

DEM:
-

(i) 3 elexive XREx paque XRox por ser Re Adem.

Rodem

cilti
Rodem

(iii) zrx Ex

#

Obs: (X,) adeva los elementos de X justo al contracio

que (x
, R)

ins=
(7

,
2) m(2

,
4)

(4
, 1) in> (*, mult)

↑ ↑

"See divisa de
"

"Se multiplo de"



DIAGRAMAS DE HASSE

Un diagrama de Hasse es una representación gráfica de un

conjunto ordenado (X
,
R) que cuenta con :

· Nodos: Son los elementos de X

· Aristas : Indican qué elementos están relacionados.

· Y XRY

XRiys I yRZ ↳Y
·

X

El Definimos en +
,

el conjunto de los enteros positivos,

para meit

D(m) = Edezt : d/m/acouj de divisores positivos de m

D
*(m) = D/m) - 21

,
m2. Divisores no triviales de m.

E D(12) = 41,
2

,
3

,
4

,
6
, 124 ; D (12) = 42

,
3

,
4

, 6h

E Consideramos en 1 la relación de adeu dada por

af
mRn E mIn .

Dibujar los diagramas de Hasse de los siguientes subconjuntos:

D(s) = (1
,

2
,
4

,8) D
*(8) = 32

,
4)

⑤
! 2 ⑳
⑪1

D(12) = 41
,
2

,
3
,
4

,
6

, 124 D*(12) = 42, 3
,
4

,
6h

-No están rel
. ente si

L⑬ 4t %6
1

. 6 H4

17I B
M29 -Estos tampoco .

⑦



D(36) = 41
,

2
,

3
,
4

,
6

,
9

, 12
,

18
, 36) D

*(36) = 42,
3

,
4

,
6

,
9

,
12

, 18)

is 18

10/1a *
⑧ ⑧

V ↳&

-
#: Los diagramas de la forma D(m) tienen un elem por

debajo de todos (1) y otro par encima (m); los de la

forma D
*(m) pueden tener varios elemis par encima o pa

debajo que no se relacionar entre Sí.

¡ Estos elemis tienen un nombra !~- Próx .
video

⑬2 : Los diagramas de Hasse son utiles para relaciones

dodenparcial ; si el adeu es total
,

no son muy utiles.

E Diagramas de Hasse de :

(41
,...,

10h
,
4 (41

, 00 -,
10h

,
1)

El ander es

El adeu 10
parcial10 es total

↓ S

·
- .

↳
1

-
&

1

↑
vemos que elems están relacionados

y que elems no lo estáv



ELEMENTOS MAXIMALES Y MINIMALES
.

MÁXIMOS Y MÍNIMOS.

Idea : En los diagramas de Hasse que vimos :

D
*(36) = 42,

3
,
4

,
6

,
9

,
12

, 18) con el orden de divisibilidad

#No hay elementos "mayores"

* que estos.
MINIMALES ⑧ ⑧

- MAXiMALES-No lay elementos L
2
1>-

"menores" que estos

Notación : Para un conjunto ordenado (X
,
R) vamos a escribir

(X
,

1)
, aunque el oder no see exactamente ""

#f (Elementos maximales y minimales) .
See (X

, 1) on conjunto

adenado y sea AEX un subconjunto no vacío. Decimos que:

· MEA es un elemento maximal si ningún otro elem
.

de A es

estrictamente mayor que M.

Nat A Ma = M =a.

· mEA es un elemento minimal si ningún otro elem
.

de A es

estrictamente menor que m.

NatA am = m = 0.

Obs : Los elementos maximales y minimales -Temprepertenece

subconjunto. Además
, puede haber más de un maximal

y más de un minimal.

Q1 : ¿ Un conjunto siempre tiene maximales y minimales ?

Pensemos en (*, 1). Si in fuee maximal
,

no habria



ningún entero mayor que el
, pero MIM+1 M no es mxl.

Igual con in minimal => (1
,
1) no tiene maximales ni

minimals
.

Q : ¿ Puede haber infinitos maximales o minimales ?

consideremos en (t
, 1) el subconjunto

P =(pez : pprimo 01)

Sea poEp , po primo.

dEs maximal?

Supongamos que existe qEP tal que pola
· siq primo, qupo , potq.
· Si q = 1

, potq

-Si q = po , polpor Es la cinica

posibilidad

=> poEP, po primo es maximal

Como esto es cierto para cualquier primo po,
en

(P
,
1) hay infinitos maximales.

Diagrama de Hasse :

3 5

*ott
E

observamos que solo ha un elementominimal

Df(Máximo y minimo Sea (X
, 1) un conjuntoordenado y sea AEX

no vacio. Decimos que :

· M es máximo de A si fatA
,

a M
.

· m es minimo de A si fatA
,

ma

↑

Implicitamente, nos dice que el máximo y

el minimo están relacionados con todos los



elementos de A.
. (Aunque el aden sea parcial)

Proposición (X
, 1) couj ·

adevado
,
AEX no vacio. Si A tiene un

máximo o un mínimo, es único.

DET :
-

Sup que A tiene dos máximos M1 y M2.

Ma máximo = M2M1 4 = Ma= Mz +

M2 máximo = MalM2 4
- Antisimétrica

Igual pasa con el mínimo
.

E

Proposición (Relación entre maximales y máximos) sea (X
,() un couj·

adevado y sea AEX
,
A. Si M es máximo de A

,
entonces

M es maximal
y es el cnico que hay.

REM

· i máximo M maximal.
S

Sup . que existeotA con Ma = M = ao = M maximal
il máximo

Fatta aom

=

· No hay más elementos maximales en A.

Supongamos que M
, que es el máximo

,
es maximal y que

hay otro maximal m m' maximal

Como M máximo MIM
Proposición (Relación entre minimales y mínimo See (X

,
R) un couj

adevado
y sea AEX

,
AFO. Si m es mínimo de A

,
entonces

m es minimal y es el único que hay.

RER: Análoga a la anterior



Conclusión

in máximo = M es el cnico maximal&mecino =m es el tnico minimal
.

MAXiMALES Y MiniMALES : EJEMPLOS

Para los siguientes subconjuntos de los conjuntos ardenados

que se indican hallar
,

si existen
,

los elementos maximales

y minimales
,

el máximo y el mínimo.

a) En (It
, 1) consideramos X = It-41h

Un elem
,

suá minimal si no lo divide nigún otro entero

más que
el mismo. Esto lo cumpleu los nos primos. Así

los elementos minimales son todos losno primos .

No hay un mínimo en 1514 porque ningún entero
,

salvo

el 1
,

es divisa de todos los demás

Sup . que MEX* -31) es maximal. Esto quiere decir

que no divide a ningún otro entero salvo a si mismo.

Pero MISM
, M/3M

, ...

=> No hay maximales
.

Tampoco hay máximo paque no existe in enter al que

dividan todos los demás.



b) En (P(x)
,

E) consideramos P(X).

Tiene un máximo
,

X
, que contiene a todos sus subsonj.

Además X también es maximal
y no hay otros.

Tiene un mimo, a ,
contenido en todos los subconjuntos

do X . & también es inimal y no hay otros

c) En (2+
, 1) consideramos X= 2 *

*
= 42

,
4

,
6
,
8

,
10, ...?

Claramente, 2 es el minimo porque divide a todos los

elementos de CLt
.

También es el único minimal
--

Molaymaximales porque si MEGIT fuere maximal,

no dividiña a ningún no par salvo a sí mismo, pero

M/2m M/4M M/6M ...

Tampoco puede haber m máximo
- --

d) En (PCIN)
,

2) consideramos

X = [SEP(IN) : Sinfinitol
Como INEX

y IN contiene cualquier subconjonto suyo,

en particular a losde X
,

los contiene a todos

SEIN YSEX

=> IN es máximo y el chicomaximal
.

Supongamos que
SEX es un elemento minimal. Esto

nos dice que no contiene otros elementos de X.

Pero como S es infinito ,
si elegimos SotS

,
tenemos

que
Subsoh infinito y SubsoleS

=> Swes minimal

=> X no tiene elemisminimales
,nimínimo



⑳TASSUPREMENO R
,
1) el intervalo A = 10, 7)

.

Proban queE

no tiene máximo.
Mox=F
↓ al

O A ↳
8

Sup . que Mot(o, 1) es un máximo de A
.

Esto nos diría que

Xxe(0
,
1)

,
XMo. Sin embargo ,

si definimos

X =#Punto medio de Mo y

se tiene que MoxX. Por tanto, Mo no es máximo.

Esto vale para calquier Mot 10
, 1)

=> A=10
,
1) no tiene máximo

En el ejemplo anterior, parece que el "candidato natural" a

máximo seña el 1
, paque X11 Ext10

,
1) seguer. En

"problema" es que 1e(0, 1)
,

sino que está "ha"

Esto nos lleva a los conceptos de esta sección.

P (Cotas de on subconjunto) Sea (X
,
1) on conj ·

adenado y

A X
,

A =P
.

1= Decimos que es cota superior de A si alS FatA.

2. Decimos que es cota inferior de A si Sa
,
FatA.

3: Si el subconjuntoA no tiene cotas
,

decimos que es no acotado en X

- Las cotas de un subconjunto están en el conjunto grande" X,

y pueden estar o no en el subconjunto.

Ej Consideramos en (IR
,

1) :

· A = (0
,
1) Ninguna esta en A

esuperiores: 1
,

3
,
i

, 10234
asinferiores : 0

.
-1

,
-e

,
-108



Está en B

· B= lo
,
11

↓
assuperiors:No

están en

· C = I

Essuperiores : No está acotado superiormente

sinferiores están en i

Re (Supremo e infinal Sea (X
, 1) on conj· adenado y

AEX
,
AP.

1: Si A está acotado superiormente en X
,

llamamos supremo

de A
, supA ,

al mínimo del couj . de las cotas superiores

de A (si existe).

2. SiA está acotado inferiormente en X
,

llamamos infimo de A,

inf A
,

al máximo del conj de las cotas inferiores de A (si

existe)
.

El Hallas el supremo y el infimo, si existen
,

en los siguientes

Casos :

a) En CID,)
,

A = (0
,

1).

Supremo Vamos a ver que sup A = 1.
.

-

Claramente, es cota superior V. Hay que ver que es la

meno . Sup . que existe othe cota superior de A
,

xotIR,
=

con Xo * 1
.

· Si Xo E0, no seña cota superior de A x

· Necesariamente Xot(0, 1). Pero en este caso, tampoco



es cota superior de A paque el elemento

X =+1 Punto medio de xo Y 1

cumple que Xo <X X 1 y x + (0
, 1)

me

E
Xo no es cota superior. Conted)

=> sup A = 1

Infino De modo análogo se prueba queA= 0

b) En (D
*(36)

,
1)

,
B = 42, 31

Recordemos cuando trabajamos con diagramas de Hasse :

En este caso
,

el orden esparcial D
*(36) = 42,

3
,
4

,
6

,
9

,
12

, 18)

upremo

¿ cotas superiores ? *
⑧ ⑧

% Deben se elems de D
*

(36) que B
estér relacionados con todos los

dem's de B y "pa encima"

=> Sup(B) = 26
,

12
,

18h

= sup B = 6

S

↳

¿ Cotas inferiores ?

Elemis de D
*

(36) relacionados con todos los de B
y

"per debajo" .

=> B no está acotado inferiormente en D
*

(36)

=> No tiene Infino.



COTAS . PREMOE TNFIMO:ROPIEDADES
-

Prop.
Sea (X, 1) un couj ·

ordenado y see AEX
,

A+0.

1: Si existe
, supA es único.

2:- Si A tiene máximo
,

entonces también tiene supremo y,

de hecho
, SupA = máx A

.

3: supA -A <E supA = max A.

DEM:

1- Basta usar que, por definición , sup A es el mínimo del

conj de las cotas superiores de A
y ,

como existe
,

el

mínimo es único.

2: Sea M = máx A
.

Veamos que sup A = M :

· M es cota superior de A
paque , por ser máx

,
aEM faEA

.

· Supongamos que MoEX es otre cota superior de A
, pero

menor que M,M. Por se cota superior, aMoFatA,
-

en part,Mo-> M = Mo

-> M es fo menor cota superior do A

=> M = sup A

3- sup AEA () supA = max A

-Por def de max.

E sup A = max A EA

El Supongamos que sup AEA
.

Tenemos que sup A

es un elem
. de A que cumple que a supA FatA,

que es junto la def .
de máximo = supA = max A.

E



Prop.
Sea (X, 1) un couj ·

ordenado y see AEX
,

A+0.

1: Si existe, inf A es único
.

2.- Si A tiene mínimo ,
entonces también tiene infino y

de hecho
, inf A = min A

.

3 inf A EA inf A = min.
A

HEM: Análoga a la anterior.

EL CONJUNTO (IR
,
1)

Axioma (de completitud o del supremo en IR)
.

Sea XEIR
,
XF0.

Si X está acotado superiormente, entonces tiene supremo.

& Es un axioma de construcción de IR
,

no una proposición
&

deducible de otros axiomas.

Erop (del infino en 1R) Sea XER
,

XF0. Si X está acotado

inferiormente,
entonces tiene infiro.

#EM
Definimos el conjunto X son los elems de X, pero

↓ cambiados de signo.
x = 2 -x:xt x)

como X #* -> X #0.

X acotado inferiormente -> FxotIR con xo XXEX.

· (-1)
=> (-xd3fxeX

j

=> (-xo)3xfx eX

=> X es un subcouj .

de 1R acotado superiamente
1x

. Compl .

=DX tiene on supremo ,
a saber s = sup X

Veamos que (-s) es infimo de X :



· s = supx => 54xfxi ex

=> s(-x) XXzX
o(-1)

=> (s) = xfxeX
Falta ver que es

la mayor cota inf. =ses cota inferior de X.

· Supongamos que hay una cota inferior mayor que-s,

a saber
, so :

- '

***Exi-soxx
=> s3 -Sol, XYxtX
-cota inf . de X
#

-so es una cota superior
de X'meno que si

i CONTRADicción!

is' es el supremo de X !

=> -s' es la mayor cota inferior de X

=> X tiene infino #

Prop IN es un subconjunto de De no acotado superiormente.

REM:

Supongamos que IN está acotado superiormente en R
Ax

. Compl.
-D IN tiene on supremo,

a saben So Eth.

Pero como so es supremo , so-1 no puede salo
,

lo

que nos dice que existe nEN con

i contradicción !
So-1 < n -D So

-
# -

A X M

IN
Sup IN IN

PROPIEDAD ARQUIMEDIANA DE IR

Lema Sea XEIR
.

Entonces existe mEIN tal que xx n
.

-

DEM . Supongamos que no : n < x FUEN
.

Pero esto nos
-

diña que IN está acotado superiormente en 1R y



no es ari (contod !) E

Teorema (Propiedad Aquimediana de R)

Para todo X
,Y EIR,

si X30 existe neI tel que

nx > y

REM : Seau X
,yER con xo

mxy() n

Pero como Y/xtIR
,

el Lema anterior nos asegure que

existe nEIN con n(Y(x = ux > y E

Corolacio Para XER
,

X1o existe neIN con XL

PR:

Por la Prop . Aquim ,
si XLO con X

, Y EIR
,

existe heIN

tal que nx > y. Tomando y = 1
,

nx(1 = XE #

* Todoli real positivo es mayor quen para algún new

(pe muy pequeño que sea el in real !!

DENSIDAD DE Q EN IR

Teorema (Densidad de Q en 1R) Dados X
, y E con <Y,

existe GEQ con

x = 9Y

*
Entre dos nos reales hay siempre un no racional

.

iPa muy cerca que está xe y !

LEM
Sear x

,y eR con y(X.

y (x =>
y - x30 = Fue IN con y-x(
~ Kordavio

A

IR de laProp
Arquimediana



Entre by y nx hay
=> n(y-x) > 1 => my -nx41 mas de una unidad

de 'distancial

=> FpEX conux <p XnY

=> xy #

A

Q

COTAS. SUPREMOS E INFIMOS : EJEMPLOS

El Hallae, si existen
,

el supremo ,
el infino ,

el máximo

y
el mínimo de los siguientes subconjuntos de (D).

a) A = 24 : neN
, n4t)

in

Obs: n31 = 1 y ,
de hecho, se da

la igualdad para n = 1
.

Esto nos dice que

0= 1

-> A está acotado superior e inferiamente
=> A tiene supremo e infino en Re.

Supremo 1 es una cota superior y además está en A
-

(para n = 1)

=> max A = 1 = Sup A = 1
.

Infimo Veamos que inf A = 0.

· O es cota inferior porque OXI
· Sup. que hay otra cota inferior XoEI mayor que 0

x

=> oxXo < para todo neIN.

Pero como XoEIR
,

Xo30 , el Cordacio de la Propiedad

Arguimediane de Re nos asegure que existe hotIN con

Xo> YO
·

i Contradicción



=> inf A = 0.

b) B = [qQ : q
+ 14

Podemos escribir B = (-a
,
z)nQ

Infin Como B no está acotado inferiormente,
no puede

haber ni infimo, ni minimo .

Supremo Veamos que sup B=2.

· Claramente, por definición de B
,

E es cota superior.

· Supongamos que hay otha cota superior ,
XoER

,
menor

que E
,

esto es

①
-

EE
Pero por la densidad de Q en IR aplicada en, sabemos

que existe goeQ con Xo
goE B

=> Xo no es cota superior de Bicontrad !

=> sup B = E
.

Además, B no tiene máximo poque si lo tuviera deberia

coincidir con el supremo y EEB pa no ser racional.

c C = GxtR : x3- x = 0)

Resolviendo la inecuación

x- x = 0 + x(x z) = 0 - (x
X = - 1

IR ⑦ ⑦ ⑦ ⑦
⑧ ⑳ ·

- 1 O 1



-> c = 1-0
,
-17050

,
17

Supremo sup C = 1 = max C

Infimo No existe por no estar C acotado inferiormente

en IT.

d)D = 4 + se)+ nx) : nen
,

n4- 13
-

#
e "Cómo funciona" esto

n sen(E + ni)

1 sen ( +r) = sen(3) = - 1

2 seu (E + 2) = sen() =

3 seu ( + 3) = Sen (3 + 2x) = -7

4 seu (E + 2. 2x) = seu (E) = 1
, 000

= seu ( +i) =j
n impar.

n par .

Además
,

O *** 1 y En es decreciente y tiende

a 0.

Distinguimos dos tipos de elementos :

- - 1 - + 1
n impac n

h n par

↓ ↓
-17 -1x004-11 - E+ 1 12

-

- Y
-

- y p

-1 O 1 2

n impar n par

En cualquier caso, Destá acotado inferiormente par -1

y superiormente por 2.

=> D tiene supremo e infino.



Supremo Lo buscamos "cerca" de los términos pares:

términos con u par

-

p y

1 2

El primer término es para n = 2 -> * + 1 = =

como 1 es decreciente,+1 también fo es
, por lo

n

que E es el mayor no real de D.

=> max D= = sup D.

Infino lo buscamos "cerca" de los téminos impares.

términos con u impar
-

I p

-1 O

Veamos que inf D = 1 :

·
- 1 es cota inferior parque -111-1 10, según hemos

visto para n impar antes.

· Supongamos que hay ota cota inferior XoEIR mayo

que -1 : &
- 1xxo = E -1EIN.

Esto es equivalente ,
sumando 1 a que

oxxo + 1 =E FUEN
m

↓ corolacio de la Prop. Arquimediana

Existe hotIN con 1XXo+1-Yo iContra
No

Hay al menos un no natural para e
que se cumple esto

=>
Xo no es cota inferior

=> inf D = -1
.

Además
,

D no tiene minimo
, paque si lo tuviera

,
deberia

see-1
, por lo que para algón n impar,



-1 = -1 - =

0
ble.
-

COTAS. SUPREMOS E INFIMOS : EJEMPLOS

El Hallae, si existen
,

el supremo ,
el infino ,

el máximo

y el minimo :

a) En (Pl3)),
1)

,
A = 341)

,
ba1h .

X

Diagrama de Hasse de (P(X)
, 2)

Supremo Menor cota superior
-

↓

cotas superiores31,
2)

y X -Y-
31

,
27 31

,
3332

,
34

=> supA = 31
,

2). A 1 TI-
S1h 32) 334

A no tiene máximo porque - 1
9

si lo tuviera coincidina con el

supremo, per (1
, 2) &A.

Enfino : Y es la única cota inferior inf A =0

A tamposo tiene minimo poque & A.

b) En (1),

B = 2 qEQ : q2x2)
E

Buscamos sup inf en Q
, no en IR.

Resolvemos la inecuación

- No está en Q

q +2 + q =2 +

q
= E

X ↓ v ↓ X

⑧ 8

- E E

=> Podemos escribir B = (E
,
E) n Q



Supremo
-

B está acotado superiormente en Q paque, por ej LEQ

es una cota superior. Buscamos la menor de todas
,

a saber,

90EQ.

· Si goE, ,
como queR

y
E eR

, por la densidad

de Q en R
,

existe gEQ con

goq E

-> q' sera una cota superior de B
, menor

que go, , por lo queqo no puede ser

mayor que.

· Si qu E , por ser qu cota superior de B
,

tenemos

que

q * q
+ EqtB.

Pero
,

de nuevo por la densidad do Q en R
,

existe que

con

⑳ -(q)2 =2

B = hqtQ : q+ 2)

-
=> q EB =

qu no puede ser cota superior si en meno

que2.

Conclusión: go (e) supuesto supremo, no puede see mayo

que
E

, pero tampoco menor.

=> B no tiene supremo/

&cano contradica esto el Axioma del Supremo??
① --

1 paque B es un subconjunto de (Q
, 1) ,

no de CIR
,

E)

Como B no tiene supremo , tampoco tiene máximo.

Un razonamiento análogo ,
demneste que B no tiene

infinmo, ni minimo



& Acabamos de ver un subconjunto de un conjunto

ordenado que está acotado superior e inferiormente , pero

no tiene supremo ni infimo

En (Q,),
B = hqeQ : qx24.



RELACIÓN ENTRE MÁXIMO
,

MAXIMAL
,

SUPREMO Y COTA SUPERIOR

X ⑦
MAXiMAL· -N X G

MÁXiMO ⑪ ⑪
⑰

X

*

COTA SUPERIOR

XXv-* -⑦ SUPREMO

③

A-> B : Si un elem es A también es B.
-

Y

A -> B : Si un elem esAtiene porqué su B (CONTRAEJEMPLOS)
-

-

① Demostramos que si M= max A => supA existe

y supA = max A.

② Demostramos que si un elem es máximo, es el único maximal.

③ Por def ,
el supremo es la menor cota superior.

① En (R
, 1)

,
Añ(0

,
1)

.

El 2 es cota superior, pero no

& tampoco es maximal porque no está en A.

es el supremo poque hay cotas superiores inferiores.

⑬ En (1R
, E) ,

A = 10, 1)
,

se tiene que sup A = 1
, pero

A no tiene máximo.

② En (D
* (36)

,
1)

, hay dos elems maximales : 12
y

18. Pero

no son máximos de D
*

(36) paque ninguno está relacio-

nado con todos los elems del conjunto.

① En (D"(36)
,
1)

,
B = 312

,
18h. Tanto 12 como 18 son elems

maximales de B
, pero ninguno es el supremo porque no

están relacionados entre ellos y ,
además

,
B no está acotado

superiormente en D
*

(36). E

⑧ En CR
, E)

,
A = 10

, 1) , supA = 1
, pero no es maximal porque

no pertenece a A.








