
RELACIONES BINARIAS

EDEA : Una relación binaria en un conjunto asocia parejas

de elementos entre los que existe esa relación

E En el conjunto de los seres homanos
,

H
, definimos

la relación R entre dos personas si son hermanos.

Si Fernando'
y

'Nerea' son hermanos están relacionados

y escribimos

(Fernando
,

Nerea ER o Fernando RNere

Nerea
,
Fernando) ER o NereaR Fernando.(↑

Podría ser que una relación asocie dos elemis en un

sentido, pero no en el otro.

( (Relación binaria) Sea X un conjunto no vacio. Una relación

binaria en X
,
R

,
es on subconjunto de XXX

,
REXXX :

de modo que (X1
,

X2)ER si X1 está relacionado con X2.

Motación: (x1 , X2) ER también se escribe XRXz.

E Consideramos en 1 la siguiente relación de divisibilidad :

def
mRn ()divia

m/n
Por

ej,
228 paque 218 ; pero SR2 paque 842.

E En R definimos la relación "menor que
"

xRy xxy

Por es ,

iRese porque RXTI
, pero MRM poque MM

.

ORO parque o no es menor que si mismo.



E En I definimos :

XRyx + y
= i

Par
ej,

ORi paque Oti = R ; y también inRO paque in+ O =M.

1R(i-1) porque 1+(i- 1) =i

aR(m-a) para todo a tIR paque a + (m- a) =M.

E En Q definimos
de

Rad = b.c

! Esta relación nos asocia todas fas fracciones equivalentes

Por ej
,

ER paque 2. 2= 4 . 1

R paque 2 .5 #3.7.

Hay dos tipos de relaciones binarias muy importantes :

· Relaciones de equivalencia.

· Relaciones de orden.

RELACIONES DE EQUIVALENCIA

If (Relación de equivalencia) Sea X un conjunto y Re una relación

binaria definida en el. Decimos que R es una relación de

equivalencia si cumple tes propiedades :

, il Reflexiva .
XRex para todo xeX.

(ii) Simétrica xRy => y RX para todo x ,y EX.

(iii) Transitiva xRy , yRz E XRiz para todo x
,y ,

zeX.



E Definimos el subconjunto de 2 :

32 = 431 : ke7]
&

Múltiplos de 3 : 4..., 6
,
-3

,
0

,
3

,
6

,
9

, ... /
Sea en 1 la relación :

def
mRm [) m-n e 3="m-n es múltiplo de 3"

Demostrar que Ro es de equivalencia.

(i) Reflexiva me

m -m = 0 = 3 . 0 => m-me3] = mRm

(ii) Simétrica m,
ne I

múltiplo de 3
mRn = m -nE3 = m- n = 3 .K

· (-1)

=> (-z) . (m-n) = (-1) -3 = n- m
=34

=> nRomu

(iii) Transitiva m
,
n

,pe

mRn => m-ne3] = m- n = 3

uRp = n- pe32 =- n-p =
3k)

Mult . de 3

↓
-

=> m -n +x-p = 3k + 3k = m -

p
= 3(k+ k)31

=> mipu

Conclusión : R es de equivalencia en 1

# (Clase de equivalencia) Sea X un conjunto, Re una rel
.

de

equiv .
en X

y sea XoEX. La clase de equivalencia de Xo es

el subconjunto de X formado por todos los elementos relaciona-

dos con xo por R.

[xo] = (xeX : XRxo4
-

Clase de equivalencia
de Xo



: Exo] #0 paque , por la propiedad reflexiva,

XoRXo w Xot [Xo]
.

* Hallar las clases de equivalencia de 0
,

1
y

2 de la

relación del ejemplo anterior
.

En L

de
mRn () i-nE37.

[0] = Enex : nRO) = Gue:
324hn

=> [0] = 4
...,

-6
,

- 3
,
0

,
3

,
6
,
9

, ... = 3.

n-1 es mult . de 3

[1] = hne : nR1] = Ene:h
&

= hut] : n- 1 = 3 para Ke1?
n

= hne: nT3k+1 parkel) ↳
K

n = 3k+1

-

&
Si dividimos n entre 3

,
da resto 1

= [11 = Enek : n da resto 1 al dividir por 33

-[ ...,E
,
-2

,
1

,
4

,
2

,
...

Xn-2 es mult
[2] = (n + z : ni2) = hne1 : -23] de 3

= Lu X : n- 2 = 3k parkeX)
= hue 1 : n = 3k+ 2 park-()
-

t
n deja resto 2 al dividir

por 3

=> [2] = Gue1 : n deja resto 2 al dividir
por 34

↑ [..., -4
,
- 1

,
2

,
5

,
8.....



Proposición (Propiedades de las clases de equivalencia)

Sea X un conjunto y Re una relación de equivalencia en X.

Seau X1 ,
X2EX. Dos elems están relacionados

,
sii,

- sus clases de equiv. Son iguales.
1) xRX2() [xi] = [X

Si dos elems no están
2) Si xRX2 = [XIn [X2]= 0 =relacionados

,
sus clases

de equir no tienen

3) X = U[x] elem's en comon
XEX

↑ X es la unión de todas las clases de equiv
posibles de los elemis de X.

M:

-

↳ XRX2xvalded de conjunto#

[x1][[Xz]

Tomamos x-[x1 # XRXzansitiv XEx]
① = X1RX2

[x][[X1] Exactamente igual

# [x1 = [x2] = X1RXz

X1 - [x1] = [x2] => X
=RXz

↑
Por la reflexiva X1RXz

2) Si xx2 = [XIn[x2]=0 v Simétrica

cialab
Xt [x2] -> XRX2

Transitiva
=> X1Rox2 i Contradicción!

T

3) X =[x] Igualdad de conjuntos.

XEUIx] xEX =D xEIx] = XEx



VIx][X Cada [x] * X => Wix]EX
XEX XEX

E

# (Partición de un conjunto Sea X un conjunto no vacío

y sear X1 , X2 , ...,
XnEX subconjuntos no vacíos. Decimos

que EX1 , X2 , ...,
Xn? es una partición de X si :

1 XIX:La unión de todos
, XX,

es tod

2
.

- XinXj = 0 para ije-Xi y Xj no tienen elem's en

común
.

IDEA: Una partición separa en cajones los elementos de X
-

de modo que todos los elementos están en algún cajón (1)

y solo en uno (2)

*
: Una partición puede tene infinitos " cajones".

#2: Las clases de equiv .
de una relación R en X

forman una partición de X : una rel
.

de equiv.
hace

"cajones" en un conjunto, clasifica los elementos.

#f(Representante de una clase de equivalencial sea X on conj y

Rema rel. de equio . en X
.

Dado xeX
,

un representante

de la clase de X es cualquier elem de [X1
.

E En nuestro ejemplo des 341
,

teníamos

[0] = 2000
,

-6
,
-3

,
0

,
3
,

6
, 9, 00 . 3

[11 = 2000
,
-5

, -2
,

1
,
4

,
7, 0004

[2] = 2000
,
-7

,
- 4

,
-1

,
2

,
5

,
8

,
0003



Podemos elegir como representante de [0] a

alquier elem
. Suyo :

[0] = [3] = [6]
...

Se suele establece un criterio para elegir representante.

Por ej ,
en el ejemplo anterior

,
toman el menor entero

no nulo como representante.- [0]
,
[1]

,
[27.

CONJUNTO COCIENTE

EDEA: una rel
.

de equiv. Re define una partición en

X : Cada clase de

equiv .
distinta

Decon

El conjunto cociente tiene par elementos for cajones.

[[x1], ...,
[x5]}

No "re" los elem's que hay dentro.

Df) Conjunto cociente) Sea X un conjunto y sea Do una rel.

de equivalencia definida en el. El conjunto cociente es

el conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia.

#2 = [[x] : xeX)
Y

conjunto cociente de

X por la rel
.
R



E Hallar el conjunto cociente de la relación del ejemplo
anterios. En I

de
mRn () i-nE37.

Habíamos hallado las clases de equivalencia de algunos

elementos:

[0] = but : n multiplo de 34

[11= huel : n deja resto 1 al dividirlo por 34

[2] = hue] : n deja resto 2 al dividirlo por 33.

¿ Hay mas clases ?

iNo! Porque todo lo entero es de la fama

n= 3 8 n= 3k + 1 E n= 3k+2
- - -

cl I [2]

Dado ne] debe estan en [0]
,
0 en [1]

, 0 en [2]
.

Por tanto
#m = LC0]

,
[1]

,
[2]].

Notación : El cociente anterior se escribe/31
y se llaman

enteros módulo 3.

Dificultad a la hora de calcular X/R : Saber cuando hemos

encontrado todas las clases de equivalencia. Esto ocurre

cuando hemos "clasificado" todos los elementos de X,

es decir , todo xeX está en una close de equivalencia.



EJEMPLO : LOS Enteros Módulo N
,
/m

Consideramos nEIN, n4,2 , fijo y definimos en la

siguiente relación : para piqEI,
Esto lo hicimos para

def

pRqE p-qtn7, 31. Vamos a

doude n1 = (Enteros múltiplos de n) /generalizarlo

Así definida, Ro es de equivalencia en :

(i)Reflexiva p -p = 0 = 0. n enk => pRpv

(ii) Simetice pRqEp-qEnR => p-q = kn para KeA

· (-1)
=> EP =

EnqR
(iii) Transitive

PRPp-qt = kn

=> p-t= n(k+k) + ul = pRt/
den

Clases de equivalencia

To1

[0] = < pe7 : PROl = >pez : p-Oenk]
=SpEZ : p es múltiplo de ml

P
[1] = 4pE : pr1) = Spe : p-1enkhy

= 4ptz : p
- 1 = kn) = (pez : p = kn +1)

= Lpe7 : p deja resto 1 al dividirlo por l
Igual

[2] 4 pe1 : p deja resto 2 al dividirlo por ul

? ¿cuántas clases distintas hay ?

Tantas como posibles restos al dividir porn ...



Al dividir por n podemos obtener resto 0
,

1
,

2, ...
hasta n-1

¡ Esto nos da las clases !

[a] = EpeX : p deja resto a al dividirlo por /
[

a = 0
,

1
, 000 >

h-1
.

El conjunto cociente es

=/r = 4 [07
,
[1]

, 000 ,
[n-1]}

&otación: Al conjunto anterior se le llama "Enteros módulo n"

y se denota por
1/n1.

ECEMPLO: CONSTRUCCIÓN DE Q A PARTIR De El

Consideramos en 1x/1-50h) la siguiente relación : para

(m
,
n)

, (p· q) ex (1-boh),

(min) Ro(piq) m . q = n - p.

Así definida, Ro es de equivalencia :

in
(i) Reflexive. (m,n) R(min) () m.n = n.m
-

I
=

up =>(ii) Simética. Im~ P=T
=> (p, q) R(m

,
n)

(iii) Transitive
-

I · sFo
-(m

, n)R(p ,q) =
mq = up

->mas-

· n#0

(Mr, s) =
ps = gr

: 970
=> mqs = nar

-> ms = nr => (m
,
n)R(r

,
s)

3333

=> R es de equivalencia .



clases de equivalencia.

En lugar de escribir (min) eXXI-ho), escribimos

con meI
,
nel

Así,

[] = [(m
, n)] = ((p . q) - x xz- 20) : mq = mp]

= con pe, q7-40):
m

¡ Esto es la condición de que dos fracciones sean

equivalentes !

=> [m= es equivalente a
"Es como

"

*-Toujontococientel)/= 352 : me
, n + z- (d) = Q

Hemos construido Q a partir de una relación de equivalencia

en Zox/7-bol). I

FUNCIONES DEFINIDAS EN CONJUNTOS COCIENTES

Vamos a talar funciones en las que el conj de salida

o el couj .

de Llegada es un cociente

· El couj ·
de llegada es un cociente.

solo hay que entender la función y trabajar con ella.

Hay una función especial.

De (Función de paso al cociente) Sea X un conjunto y rea R

una relación de equivalencia en X. La función de paso al



cociente es:

i : X -* X/R
*

Se suele denotar
S X+> [x]

con T

La función de paso al cociente siempre es sobreyectiva.

DEM: Tomamos [xIEX/R. Sabemos que Exi #P, por
lo que

existeX1
. Afirmamos que f(xo) = [x]:

%f(xd = Ex 1=> f(xd) = [x]-XoRX => [xo] = [x]

= 9 : 1 ->
#/3; f(m) = [m]

Es la aplicación de paso al cociente de 2 a los

enteros módulo 3.

· El conj. de salida es un cociente.

Supongamos que trabajamos con f : /R-Y.

Como los elementos de X/R son clases de equivalencia

y
estas pueden tener representantes distintos

, hay que

asegurarse de que la función está bien definida ,
esto es,

que la imagen de una clase no depende del representan-

te que elijamos para la misma.

Si [x1] = [x2] en Y/R = f([x1) = f([x2]) en Y

# Decidir si están bien definidas :

a) f : /3 -> 1; f([m]) = m

veamosquebiendelincen e



f(202) =0(237=

b) 9:/3 -R; f([m]) = cos(m)
Tomamos [m1] = [m2] en #/32

-> myRm2 +
my-m2 = 3 ->

mi= 3k + m2 .

¿ f([m]) = f)[mz]) ? =
f([m17)= cos(m) cos

= cos(27 .

3+ 2mm2) = cos(
Ángulo L #kvueltas completasM2+ 2)

= cos/m2) = f([m2])

=>f está bien definida

E Consideremos

9 : 7(41 - 7/24

[mIx* [mIz

a) Probar quef está bien definida

Tomamos [M] = [m2] en
#/47

-> m1 - mz = 4k - m
- mz = 2 . (2k)E27

=> [m172 = [m272 = f([mata) = p([m2])

=>I bien definida

b) & es sobreyectiva

Tomamos [m] E #/21. Como [mIz #0
,

existe motimi

y ,
de hecho

,
[motz = [m12

.



Vamos a calcular f([mo])

9([]) = [mo]z =E & sobreyectiva.

c) f no es inyectiva .

Tomamos [0]p , [2] */47

## [274 paque OR2 + 0 -2 = - 2 &471.

f([0]p) = To]6(e([27x) = [272) 5072 = 5277 parque 0 - 2 = =3 - 24

Dos elemis distintos (tienen la misma imagen

=> f no es injectiva.














